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Resumo

Neste texto sera apresentada a teoria basica da dinamica computacional, juntamente
com alguns métodos de solucao para as equacgoes diferenciais-algébricas de movimento.
Neste contexto, uma melhoria de um método de ortogonalizagao existente para solucao
numérica das equacoes de movimento serd apresentada, caracterizando a contribuicao
cientifica deste texto. Do ponto de vista aplicado, foi desenvolvido um programa compu-
tacional visando a simulagao computacional de sistemas multicorpos. O método imple-
mentado neste programa permite a simulagao de sistemas rigidos holonémicos arbitrarios,
conectados por juntas de vérios tipos, onde esses sistemas rigidos podem conter cadeias
fechadas. As tnicas excecoes referem-se a situacoes de contato e impacto, nao incorpora-
das no programa desenvolvido. A simulagao de sistemas flexiveis nao foi implementada.
Contudo, como o programa permite a criacao de conjuntos mola-amortecedor lineares
e angulares, a representacao de barras flexiveis por meio de parametros concentrados é
simples de ser introduzida. O programa desenvolvido permite ainda ao usuario a insergao
de fungoes MATLAB, abrindo caminho para a implementacao de controladores para os
sistemas multicorpos. O programa elaborado foi validado utilizando-se alguns exemplos
teste, onde cada exemplo concentra-se num aspecto distinto, como complexidade com-
putacional do método de solugao, estudo de cadeias fechadas, bem como a analise de

sistemas tridimensionais, onde os resultados obtidos com o programa desenvolvido foram



viil

comparados, em termos de acuracia e eficiéncia, com aqueles fornecidos pelo programa
comercial ADAMS. Foi realizada ainda uma aplicacao do programa a um rob6 com trés
graus de liberdade, controlado pela técnica de torque computado, visando ilustrar a pos-
sibilidade de integragao do programa desenvolvido com o Matlab. Por fim, cabe ressaltar
que o intuito do programa implementado é que este sirva como mais uma ferramenta dis-
ponivel para a andlise computacional na area de robética do Instituto. Contudo, devido
a generalidade do programa, capaz de simular sistemas multicorpos além daqueles comu-
mente encontrados no dominio da robdtica, é esperado que este sirva para as intimeras

areas onde a analise computacional de sistemas multicorpos se faz necessaria.



Abstract

In this text the basic theory of computational dynamics will be presented, together with
some methods for the solution of the differential-algebraic equations of motion. In this
context, an improvement of an existing method based on ortogonalization for the numerical
solution of the equations of motion will be presented, characterizing the scientific contri-
bution of this text. On the applied point of view, a computational program was developed
aiming at the computational simulation of multibody systems. The method implemented
i this program allows the simulation of arbitrary holonomic multibody systems, connec-
ted with many types of joints, where those multibody systems can contain closed chains.
The only exceptions are the situations of contact and impact, not incorporated in the de-
veloped program. The simulation of flexible systems was not implemented. However, as
the program allows the creation of linear and angular sets of spring-damper elements, the
representation of flexible bars by means of lumped parameters is straightforward. The de-
veloped program still allows to the user the insertion of functions written in MATLAB,
opening way for the implementation of controllers for the multibody systems. The pro-
gram implemented was validated using some examples, where each example concentrates
on a distinct aspect, as computational complexity of the solution method, study of closed
chains and the analysis of three-dimensional systems, where the results obtained with the

developed program were compared, in terms of accuracy and efficiency, with those supplied



by the comercially available program ADAMS. An application of the program to a robot
with three degrees of freedom was carried through. This robot was controlled using the
technique of computed torque, illustrating the possibility of integration of the program de-
veloped with MATLAB. Finally, it fits to stand out that the intention of the implemented
program is to serve as an available tool for the computational analysis in the area of ro-
botics of the Institute. However, due to the generality of the program, capable to simulate
multibody systems beyond those normally found in the domain of robotics, it is expected
that it’ll serve for many areas where the computational analysis of multibody systems is

necessary.
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1 Introducao

1.1 Consideracoes Gerais

Este texto estuda a dinamica computacional de sistemas mecanicos multicorpos rigidos.
A dinamica computacional de sistemas multicorpos consiste no estudo de técnicas que
permitam a eficiente implementacao computacional dos principios da mecanica classica.
Como a mecanica classica repousa sobre uma sélida fundamentagao tedrica hd mais de um
século, nao existem mais questoes abertas neste sentido, restando a dinamica computaci-
onal de sistemas multicorpos buscar descrever as ja conhecidas leis da mecanica classica
numa forma matematica conveniente a implementacao nos computadores digitais, onde
essa conveniéncia se traduz num compromisso entre a simplificagdo na obtencao com-
putacional das equagoes de movimento e sua subseqiiente solucao numérica. Como a
forma das equagoes de movimento depende diretamente das coordenadas utilizadas na
descricao do movimento dos sistemas mecanicos multicorpos, os métodos computacionais
distinguem-se de acordo com o critério utilizado na escolha dessas coordenadas. A forma
mais empregada na escolha dessas coordenadas, visando a implementacao de programas
computacionais com a maior aplicabilidade possivel, consiste na utilizagao de um conjunto
semelhante de coordenadas para cada um dos corpos do sistema, o que torna o método

computacional baseado nesta escolha independente da topologia do sistema, estando as
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juntas mecanicas representadas através de equacoes algébricas nao-lineares relacionando
essas coordenadas. Esta forma de descrigao foi a escolhida neste texto. Esta descricao do
movimento representa matematicamente as equagoes dinamicas através de um sistema de
equagoes diferenciais-algébricas. Como conjuntos de equacoes diferenciais-algébricas sao
de dificil solucao, possuindo ainda, do ponto de vista tedrico, um certo grau de imaturi-
dade em relacao a teoria das equagoes diferenciais ordindrias, alguns métodos numéricos
desenvolvidos para andlise dos sistemas multicorpos baseiam-se na representacao do sis-
tema mecanico em funcao somente de equagoes diferenciais, onde as equagoes algébricas
sao derivadas duas vezes em relacao ao tempo, sendo escritas portanto em funcao das ace-
leracoes. Neste caso, procuram-se métodos numéricos eficientes para solucao das equacoes
resultantes. Uma classe importante desses métodos baseia-se em processos de ortogona-

lizacao.

O imenso desenvolvimento dos computadores nas iltimas décadas propiciou um avanco
tecnolégico sem precedentes para nossa sociedade. De fato, hoje em dia lidamos natu-
ralmente com viagens espaciais tripuladas e nao-tripuladas, onde robos altamente sofis-
ticados pousam em planetas distantes; comercializamos bens de consumo manufaturados
de forma automatizada dentro de modernas fabricas e, principalmente, como consumi-
dores, demandamos cada vez mais novas tecnologias nos produtos que adquirimos, re-
forcando essa tendéncia de desenvolvimento tecnolégico. Contudo, devemos notar que
embora exista uma grande diversidade de dispositivos destinados a facilitar nossas vi-
das, grande parte destes deve realizar algum tipo de movimento em sua tarefa, como
maquinas em geral, mecanismos, robos, avioes etc, sendo denominados genericamente por
sistemas mecanicos multicorpos. Assim, o estudo do movimento ocupa posicao funda-

mental no projeto desses sistemas. Antes dos computadores entrarem em cena auxiliando
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o projeto de sistemas multicorpos, o projeto desses sistemas era conduzido utilizando-se
métodos graficos, pouco precisos, forcando o analista a concepgao de sistemas que fossem
o mais simples possivel. Sistemas mais complexos dependiam fortemente da construgao

de protétipos, o que encarecia enormemente o projeto de tais sistemas.

Inicialmente o computador era utilizado para resolver numericamente um modelo ma-
tematico fornecido pelo usuario. Dessa forma, determinava-se manualmente um modelo
matematico representativo do sistema e submetia-se este modelo a solucao numérica.
Com o grande desenvolvimento dos computadores, modelos cada vez mais complexos
tornavam-se passiveis de solugao numérica. Entretanto, formular manualmente o modelo
matematico, caracterizado pelas equagoes de movimento no caso dos sistemas mecanicos,
era uma ardua tarefa altamente suscetivel a erros para sistemas mais complexos, sendo
também esses modelos fortemente dependentes do sistema em questao, visto que qual-
quer modificacao do sistema mecanico geralmente implica em grandes modificacoes nas
equacoes de movimento, devido as nao-linearidades presentes, inerentes a maioria dos sis-
temas mecanicos. Do exposto, observa-se que a formulagao manual das equagoes de mo-
vimento dificultava enormemente a otimizacao desses sistemas, onde varias configuracoes
devem ser testadas e comparadas. A solucao encontrada para suplantar essa dificuldade
residia na formulacao automatica das equacoes de movimento, cuja pesquisa iniciou-se a

partir da decada de 70, principalmente na Alemanha e Estados Unidos da América.

Modernamente, no ambito da dinamica dos sistemas multicorpos, o computador é uti-
lizado nao sé para formular e resolver, de forma automatica, as equacoes de movimento
desses sistemas. De fato, todo o avanco computacional das iltimas décadas permitiu
a solucao computacional de sofisticados modelos matematicos em estacoes de trabalho,

disponiveis a precos acessiveis, o que influenciou o projeto de engenharia como um todo.
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Atualmente, o projeto em engenharia acopla fenomenos de varias areas dentro de um
contexto multidisciplinar, onde caracteristicas mecanicas como tensoes, deformagoes, mo-
dos naturais de vibracao sao analisadas, de forma integrada, ao projeto de controladores,
analises térmicas, aeroelasticas, aerodinamicas etc. Essa tendéncia multidisciplinar visa,
do ponto de vista da industria, a minimizacao dos gastos e também a facilitagao na in-
corporacao de novas tecnologias aos artigos produzidos. Isto reflete uma nova tendéncia
de mercado, onde tecnologia é um produto que ao ser incorporado agrega valor. Logo,
facilitar a incorporacao de novas tecnologias torna-se crucial e, como exemplo, a industria
automobilistica reflete muito bem esta tendéncia, visto que a discrepancia tecnoldgica en-
tre os carros de corrida e os veiculos de passeio é muito menor atualmente do que a poucas
décadas atras. Outro exemplo importante é o caso da industria aerondutica, que empenha
em novos projetos de avioes grande parte do capital disponivel, nao deixando espaco para
falhas, ja que o fracasso de um projeto desse porte pode comprometer seriamente o futuro

da empresa.

Neste contexto, a andlise computacional desempenha um papel primordial viabilizando
o projeto de sistemas de grande porte a um menor custo, reduzindo a necessidade de cons-
trugao de seguidos prototipos, uma atividade de capital intensivo, propiciando, através de
simulagoes computacionais, um maior conhecimento do sistema antes que seja construido
qualquer prototipo. Contudo, cabe notar que a analise computacional em engenharia e a
construcao de prototipos nao sao atividades concorrentes mas sim complementares que,

conjuntamente, auxiliam na ardua (e maravilhosa) tarefa do projeto em engenharia.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 24

1.2 Revisao Bibliografica

Os métodos computacionais empregados na formulacao automatica das equagoes de
movimento distinguem-se pelas coordenadas utilizadas na descricao da configuracao es-
pacial dos sistemas mecanicos (SHABANA, 2001), permitindo, dessa forma, a classificagao
desses métodos a partir do critério de escolha das coordenadas utilizadas. Como as duas
principais formas de caracterizar a configuracao espacial de um sistema multicorpos sao as
descricoes relativa ou absoluta, os métodos computacionais normalmente enquadram-se

numa dessas descrigoes.

Na descricao relativa, as coordenadas sao escolhidas de acordo com o movimento re-
lativo entre os corpos, sendo esse movimento aquele possibilitado pelas juntas que os
conectam. Dessa forma, um corpo é descrito em relagao a outro. Logo, para obtermos
as propriedades cinematicas de um dado corpo, devemos conhecé-la para o corpo ao qual
exista uma descricao relativa, bem como devemos saber transportar a propriedade para
o corpo desejado. Assim, como devemos obter as quantidades desejadas de forma recur-
siva, denomina-se os métodos computacionais baseados na descricao relativa de Métodos
Recursivos. Originalmente desenvolvidos para analisar mecanismos de cadeia aberta, es-
ses métodos recursivos evoluiram e atualmente existem formulagoes (BAE; HAUG, 1987),
(BAE; HAUG, 1988a), (BAE; HAUG, 1988b) aplicdveis a uma grande variedade de sistemas
multicorpos. Contudo, a vasta maioria dos cédigos computacionais genéricos emprega
a descricao absoluta (SHABANA, 2001), onde todos os corpos sao descritos em relagao a
um tunico referencial atribuindo-se um conjunto semelhante de coordenadas para cada um
dos corpos do sistema, sendo este referencial considerado como fixo no caso cinematico
e inercial no caso dinamico. Isso ocorre visto que, ao contrario do que acontece com o

uso da descricao relativa, é mais facil formular as equagoes de movimento fazendo uso da
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descricao absoluta. Entretanto, essa maior facilidade tem um custo, j4 que as equagoes
de movimento, obtidas a partir do emprego da descricao absoluta, possuem grande di-
mensionalidade. Como o ntumero de graus de liberdade de um sistema multicorpos é
independente das coordenadas escolhidas na sua descrigao, com o uso da descricao abso-
luta formulam-se as equacoes de movimento em funcao de um conjunto de coordenadas
que, geralmente, nao é independente, sendo essa dependéncia caracterizada por equagoes

de restrigao, representando as juntas mecanicas.

Assim, conceitualmente, os métodos recursivos nao fazem suposicao quanto ao mo-
vimento dos corpos; este movimento é caracterizado nesses métodos pelas juntas, res-
ponsaveis pela introducao dos movimentos relativos. No caso dos métodos computa-
cionais baseados na descricao absoluta, supoe-se antecipadamente os corpos como nao
vinculados, estando as juntas representadas pelos movimentos que estas impedem, por
meio das equacoes de restricao. Os métodos recursivos foram desenvolvidos na década de
70 pensando-se unicamente na eficiéncia, visto que o intuito era permitir a simulacao de
robos de cadeia aberta com os recursos computacionais disponiveis na época. Assim, ini-
cialmente, desenvolveu-se esses métodos somente para sistemas de cadeias abertas. Dessa
forma, a evolugao dos métodos recursivos ocorre da especificidade para a generalizacao,
onde o método de formulacao das equagoes de movimento é aprimorado, utilizando-se
basicamente Teoria de Grafos (HWANG; HAUG, 1989), no intuito de explorar a eficiéncia
desses métodos em sistemas mecanicos mais gerais. No caso da descricao absoluta, ocor-
reu o contrario. A idéia primordial dos métodos baseados na descricao absoluta estava
na generalizacao, ao custo de equacoes de maior complexidade. Neste caso, a evolucao
ocorrida nao reside na forma como as equagoes sao formuladas mas sim como estas sao

resolvidas. E neste contexto de aprimoramento dos métodos de solucao das equagoes de
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movimento, obtidas a partir da descricao absoluta, que estd a contribuicao cientifica deste

trabalho.

A grande dificuldade encontrada na solucao das equagoes de movimento formuladas
com o uso das coordenadas absolutas esta no fato dessas coordenadas existirem, em geral,
em nimero muito superior ao numero de graus de liberdade do sistema, significando na
pratica que essas coordenadas quase sempre nao sao independentes. Assim, de forma natu-
ral, esses sistemas multicorpos sao representados por modelos matematicos constituidos
de equacoes diferenciais-algébricas. Entretanto, como veremos, é possivel escrever as
equacoes de movimento envolvendo somente as aceleragoes e os multiplicadores de La-
grange, representando as juntas mecanicas. Embora essa formulagao bésica seja atraente
a primeira vista, ela nao é factivel do ponto de vista numérico, visto que as equagoes
de restricao sao representadas na sua forma derivada, satisfazendo equagoes de restricao
envolvendo as aceleragoes. Assim, devido aos erros numéricos acumulados durante o pro-
cesso de integracao das equacoes de movimento, ocorre o nao cumprimento das equagoes
de restricao na sua forma natural, nao derivada, envolvendo somente as coordenadas. Isto

acarreta a deteriorizagao do resultado obtido, a ponto de inviabiliza-lo(NTKRAVESH, 1988).

Uma das formas de solucionar o problema descrito acima é utilizar métodos de estabi-
lizagao de vinculos. O mais conhecido dentre esses métodos é o chamado Método de Es-
tabilizagdo de Baumgarte (BAUMGARTE, 1972), baseado na Teoria de Controle. Embora
seja, como veremos posteriormente neste texto, simples de ser implementado, o principal
problema deste método estd na escolha apropriada de seus dois parametros. Uma esco-
lha mal sucedida pode resultar em erros substanciais na solu¢ao (SHABANA, 2001). Uma
melhoria do método de Baumgarte foi proposta por Pan Zhenkuan, (ZHENKUAN, 1996),

onde é apresentada uma forma para obter-se, automaticamente, os parametros do método
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proposto por Baumgarte. Contudo, neste caso, esses parametros tornam-se funcoes do
passo. Na pratica, a escolha automatica dos parametros do método de Baumgarte através
do proposto por Zhenkuan forca o integrador a escolher um passo muito pequeno. Como
esta escolha automatica também torna o sistema de equagoes singular conforme o passo
tende a zero, deve-se limitar esses parametros a um valor maximo. Uma caracteristica do
método de Baumgarte reside no fato da estabilizacao ser inserida diretamente nas equagoes
de movimento. Outra alternativa que se mostrara muito atraente é utilizar métodos de
estabilizacao separadamente das equagoes de movimento. Nesses métodos a integracao é
conduzida normalmente, sendo as restrigoes verificadas periodicamente. Quando detecta-
se uma violagao dessas restrigoes, corrige-se os valores tanto para posi¢ao quanto para a
velocidade. A grande vantagem desses métodos encontra-se na possibilidade de satisfazer
tolerancias pré-estabelecidas, ja que esses métodos sao geralmente iterativos, o que nao
ocorre com o método de Baumgarte. Um desses métodos, e o que sera utilizado no pro-
grama desenvolvido, é a estabiliza¢ao baseada na proje¢ao (BLAJER, 1995), onde obtém-se
um incremento de correcao tanto para posicao quanto para velocidade. O método é dito de
projecao ja que, como veremos posteriormente, essas correcoes sao projetadas no espago
ortogonal a hipersuperficie definida pelas equacoes de restrigao, onde ocorrem os movi-
mentos dependentes. Um outro método de estabilizagao nessa mesma classe foi proposto
por Yu e Chen (YU; CHEN, 2000). Contudo, neste método nao hé projecao, estando a
solucao determinada através da utilizacao da inversa generalizada de Moore-Penrose. A
principal vantagem dos métodos de estabilizagao estd na eliminacao da necessidade de
resolvermos um sistema de equacoes diferenciais-algébricas, sem que seja necessario, du-
rante o processo de solucao das equagoes de movimento, resolvermos um sistema algébrico

nao linear, o que torna o método de solucao mais eficiente.
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Uma outra alternativa visando tornar a solugao numérica das equacoes de movimento
mais eficiente, obtidas com o uso de formulagoes baseadas na descri¢cao absoluta, é empre-
gando o chamado Método de Partigdo das Coordenadas, proposto por Wehage (WEHAGE,
1980), que consiste na separacao das coodenadas em dependentes e independentes. Dessa
forma, podemos desacoplar a solucao das equagoes diferencias da solucao das equagoes
algébricas nao lineares, isto é, podemos expressar as equacoes de movimento em funcao
do conjunto das coordenadas independentes, em igual nimero ao nimero de graus de
liberdade do sistema para sistemas holonomicos, representando matematicamente o sis-
tema por um conjunto de equacoes diferenciais ordindrias, de mais simples solu¢ao. Apos
cada passo da integracao dessas equacoes diferenciais, utilizamos as relacoes algébricas
nao-lineraes (equagoes de restrigdo), relacionando as coordenadas dependentes e as inde-
pendentes, para podermos obter os valores das coordenadas dependentes. As derivadas
das coordenadas dependentes podem ser obtidas em funcao das independentes através
da solucao de um sistema linear. Um dos problemas associados a utilizacao do método
de particao de coordenadas estda no fato do nimero de operagoes matriciais ser subs-
tancialmente maior do que o que ocorre com os outros métodos de solu¢ao (SHABANA,
2001). Cabe citar também que, quando empregados métodos implicitos de solucao de
equacoes diferenciais ordinarias, é dificil obter-se o jacobiano das equagoes de movimento
(JALSN; BAYO, 1988). Assim, embora o método de particao de coordenadas elimine a
introducao artificial de rigidez nas equacoes de movimento, caracteristica comum de siste-
mas diferenciais-algébricos, se essa rigidez for natural do sistema multicorpos, sera contra

producente a aplicacao do método de particao de coordenadas.

Uma melhoria que pode ser obtida com o método de particao de coodenadas con-

siste na ortogonalizagdo, como apresentado por Wojciech Blajer (BLAJER, 1995), onde
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é utilizado o método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, ajustado ao formalismo da
geometria Riemaniana. Nesta abordagem, considera-se um sistema representado por n
coordenadas e m equagoes de restricao como um ponto no espaco n-dimensional, sujeito
a mover-se na m-variedade, formada pelas equacoes de restricao. Define-se entao um
produto interno e uma norma associada a este produto interno, visando gerar-se uma
base ortonormal' do espaco tangente, caracterizado pelo espaco nulo do jacobiano das
equagoes de restricao, onde ocorrem os movimentos independentes. Assim, ao escrever-
mos as equacoes de movimento em funcao das chamadas velocidades tangentes, obtemos
como matriz dos coeficientes do sistema linear a ser resolvido para as derivadas tempo-
rais das velocidades tangentes a matriz identidade. Embora este método pareca ser mais
eficiente, ainda devemos determinar as coordenadas em funcao das velocidades tangentes,
como também devemos gerar n — m vetores independentes entre si formando uma base

para o espaco nulo, para podermos ortogonaliza-los, o que é um grande incoveniente.

1.3 Objetivos

A contribuicao tedrica deste trabalho reside na melhoria de um método de ortogo-
nalizacdo, originalmente proposto por Blajer (BLAJER, 1995). No método proposto, o
produto interno definido serd diferente e a ortogonalizacao ocorrera no espago linha do
jacobiano das equagoes algébricas nao-lineares de restricao, onde ocorrem os movimentos
dependentes. Isto eliminara a necessidade de termos que gerar, a cada passo no processo
de integracao, uma base do espaco nulo do jacobiano das equacgoes de restricao, o que é
computacionalmente dispendioso, além de dar origem a matrizes densas durante o processo

de solucao das equagoes de movimento, o que é um incoveniente do método proposto por

!Ortonormal em relacdo ao produto interno definido
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Blajer. Embora o método apresentado neste texto seja, do ponto de vista numérico, supe-
rior aquele originalmente desenvolvido por Blajer, do ponto de vista pratico, métodos de
solugao baseados em ortogonalizacao ficam restritos a sistemas especificos, visto que para
obter as aceleracoes dos sistemas multicorpos, é mais eficiente resolvermos diretamente o
sistema linear representativo das equagoes de movimento. Assim, o método implementado
computacionalmente utiliza uma decomposicdo LDLT da matriz simétrica dos coeficien-
tes do sistema linear a ser resolvido para obtermos as aceleracoes e os multiplicadores de
Lagrange. Sera utilizado conjuntamente um método de estabilizacao de vinculos base-
ado na projecao, sendo ainda desenvolvido um programa computacional para Windows
que implementara o procedimento proposto e permitird sua comparacao, em termos de

eficiéncia, com o programa comercial ADAMS.



2 Analise de Multicorpos - Aspectos

Basicos

Neste capitulo serao tratados os aspectos computacionais bésicos da cinematica e
dinamica de sistemas multicorpos. Contudo, a intencao principal nao é deduzir e apresen-
tar formulas ja conhecidas, mas sim mostrar que, apesar de nao introduzir nada de novo do
ponto de vista tedrico, a andlise computacional cineméatica e dinamica de sistemas multi-
corpos requer uma nova abordagem, onde o objetivo principal é facilitar a implementagao
computacional. Neste contexto, surgem as importantissimas equacgoes de restricao, de-
sempenhando papel primordial na formulacao das equagoes cinematicas e dinamicas de
movimento. Outras questoes importantes como, por exemplo, a obtencao computacional
do nimero de graus de liberdade de um dado sistema também aparecem inseridas neste
contexto, o que nos forca a expor essas questoes basicas acerca dos sistemas multicorpos

no inicio do texto, na forma de um capitulo.
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2.1 Analise Cinematica

2.1.1 Parametros de Euler

Neste texto, serao utilizados como parametros de rotacao os parametros de Euler. Sua
escolha deve-se ao fato desses parametros nao estarem associados a singularidades, bem
como de terem seus valores limitados, o que computacionalmente sao grandes vantagens
(BARUH, 1999). Contudo, antes de introduzirmos os parametros de Euler, serd deduzida
uma féormula para a matriz de rotacao que permitird uma maior compreensao na defini¢ao

desses parametros.

Como, pelo Teorema de Euler, qualquer orientacao de um corpo rigido pode ser obtida
a partir de uma tinica rotacao em torno de um eixo que passe pelo corpo! (BARUH, 1999),
considerando o vetor unitario v na direcao desse eixo, temos que a matriz de rotacao é a
representacao matricial da transformacao linear A : R® — R3, que associa a cada vetor
no R? um outro vetor, resultado de uma dada rotacdo 6 em torno do vetor v. Assim,
claramente temos que A leva qualquer vetor paralelo a v nele mesmo. Em particular
Av = v. Temos também que A nao modifica o0 médulo do vetor, alterando somente sua
orientacao. Considerando o vetor u, perpendicular a v e sendo A a matriz de rotagao
de 90°, em torno de v, temos que Au = v x u. Como era de se esperar, o resultado
foi um vetor ainda ortogonal a v, visto que u era ortogonal a v e girou em torno deste
vetor. Logo, os vetores v, v X u e u sao mutuamente ortogonais. Dessa forma, caso
tenhamos nao mais uma rotacao de 90°, mas uma rotacao genérica #, podemos utilizar
estes vetores para escrevermos o vetor Au, resultado dessa rotacao de # em torno do vetor

v. Como o vetor Au faz um angulo 6 e (3 —6) com os vetores u e v X u, respectivamente,

L Aqui ndo hé distingdo entre corpo rigido e referencial. Assim, associaremos sistemas coordenados a
corpos rigidos livremente.
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permanecendo ortogonal ao vetor v, podemos escrever

u u vuau vXu

Au = Au + Au +Au-vv

mm .\quHvxu]

= cos@u%—cos(%—@)vxu

= cosfu+senfv x u. (2.1)

Caso u seja um vetor de direcao arbitraria, podemos decompo-lo na soma de dois
vetores, sendo um paralelo e outro ortogonal ao vetor v. Assim, temos que u pode ser
escrito como u = u,, +u, onde u;, e u; sao, respectivamente, paralelo e ortogonal a v.
Esses vetores podem ser escritos da formau;, =u-vveu, = (vxu) x v. Assim, temos

que

Au = A(uy+u)
= A(u-vv+(vxu)xv)
= u-VAv+A((vxu)xv)

= u-vv+cosf(vxu)xv+senfv x ((vxu)xv), (2.2)

onde foi aplicada a Eq. (2.1) ao termo A((v x u) x v).

O resultado obtido na Eq. (2.2) pode ser simplificado se notarmos que
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vx((vxu)xv) = (v-v)vxu—v-(vxuv

= vxu (2.3)

Utilizando o resultado obtido na Eq. (2.3), a Eq. (2.2) pode ser escrita da forma

Au=u-vv+cosf(vxu)xv+senfv xu. (2.4)

Utilizando as relagoes trigonométricas senf = 2sengcos§ e cosf =1 — 2sen2§ na

Eq. (2.4), obtemos

Au = u-vv+cosf(vxu)xv+senfv xu
50
= uy; + (1 —2sen 5)(VXU)XV—|—2$€H§COS§VXU
= u//—|—uL+QSen§cos§V><u—2$en2§(v><u)><V

50

g 0
= U+QSGD§COS§VXU+QSGD §V><(V><u). (2.5)

Observando que o produto vetorial entre dois vetores v = [v; vy v3]T eu = [u; uy uz]”
pode ser escrito na forma matricial vu, onde v é uma matriz anti-simétrica associada ao

vetor v, da forma
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0 —Vs (%)
V= V3 0 —U1 ’ (26)
—V2 (%1 0

podemos escrever a Eq. (2.5) como abaixo

6
Au = u+2sen§cos§v><u+25en2§v><(vxu)
6 0 7
= Iu+2sen§cosﬁfru+286n2§\7\7u

0

= Iu+2\~fsen§ [ucos§ +\7usen§1
0 0 0

= [I + 2 vsen 2 [I CoS 3 + vsen 5” u. (2.7)

Na Eq. (2.7), identificamos a matriz de rotagao, reescrita abaixo

A= I+2\~/seng [Icosg + vsen g} : (2.8)

Observando-se a Eq. (2.8), apresentada acima, vemos que os termos variaveis desta

equacao sao {fseng e cos g. Como v é dado pela Eq. (2.6), observa-se que esses termos

variaveis sao da forma cos g, v1sen g, vgseng e vzsen g.

Definindo entao os seguintes parametros

0 0 0 0
€g = COS 5 €1 = visen 5 €9 = Uysen ) €3 = v3sen 2 (2.9)

temos que a matriz de rotacao dada na Eq. (2.8) escrita em fungao desses parametros fica
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da forma

1—2e2—2e2 2(ejes — eges) 2(eres + epes)

A=1 2(ejes+ eges) 1—2e? —2e2 2(ezes — egey) | - (2.10)

2(ere3 — egea) 2(egez +ege) 1 — 2e? — 2

Os parametros definidos na Eq. (2.9) sdo denominados de Parametros de Euler. A

partir de sua definicao, vé-se que esses parametros nao sao independentes, ja que

ele=1, (2.11)
onde
€o
€1
e= . (2.12)
€2
€3

Antes de darmos esta secao por encerrada, cabe notar que os parametros de Euler
estao inseridos num contexto mais amplo, onde as rotagoes sao representadas utilizando-
se os quaternions (os parametros de Euler sao, de fato, um exemplo de quaternions). Esta
abordagem permite a algebrizacao das rotagoes, permitindo que propriedades geométricas

sejam interpretadas de forma algébrica.
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2.1.2 Coordenadas Generalizadas

Nesta dissertacao serd utilizada a descricao absoluta para descrever a configuracao
espacial dos sistemas multicorpos. Isto significa que um conjunto semelhante de coorde-
nadas sera atribuido a cada um dos corpos, sendo este conjunto caracterizado por trés
coordenadas representando a translacao do centro de massa do corpo, conjuntamente com

os Parametros de Euler do corpo, definindo sua orientagao, introduzidos na secao anterior.

Nesta secao serao apresentadas as equacoes cinematicas basicas, relacionando posigoes,
velocidades e aceleragoes de pontos em referenciais (corpos) distintos. A notacao utilizada
é semelhante aquela apresentada em (KANE; LEVINSON, 1985; TENENBAUM, 1997). Estas
equagoes, encontradas em livros elementares de mecanica, sao apresentadas abaixo (ver

Fig. (2.1)).

FIGURA 2.1 — Corpo rigido.
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P/O P/Ci* Ci*/O
pr/o = pr/e L pao, (2.13)
RVP — CiVP _l_ RVCi* + RwCi X I)P/Ci*7 (214)
RaP — CiaP + RaCi* + chi X (chi X pP/Ci*) +RaCi X pP/Ci* + 2RwCi X CiVP7(2‘15)
onde "w® é o vetor velocidade angular do corpo, "*a® é o vetor aceleracao angular do

corpo, R é o referencial global, cujo sistema coordenado possui origem no ponto O, e Ci*

é o centro de massa do corpo C'7, origem do sistema coordenado ci, afixado ao corpo.

Considerando-se o ponto P como fixo no corpo, as equagcoes anteriores para velocidade

e aceleragao, Eqgs. (2.14, 2.15), simplificam-se, ficando da forma

RyP = RyO¥ 4 RO pP/Ci* (2.16)

RgP = RaCi | RCiy (me > pP/Ci*) + RoCix pP/Ci* (2.17)

Embora as equagoes para posicao, velocidade e aceleracao mostradas ja apresentem
uma notacao carregada, ainda falta explicitar em que base estes vetores estao escritos.
Como corpos rigidos podem ser considerados referenciais, associaremos, a cada corpo Cj
do sistema multicorpos, um sistema coordenado ci, com origem no centro de massa e uma
base ortonormal, e todo vetor u representado nesse sistema serd escrito da forma u_2. No
sistema coordenado associado ao referencial global este vetor sera escrito como u,. Dessa

forma, as Eqgs. (2.13, 2.16, 2.17) podem ser escritas como abaixo (ver Fig. (2.1))

2Cabe notar que um referencial pode ter mais de um sistema coordenado associado. Contudo, neste
caso os sistemas coordenados serao identificados por nomes distintos, o que evitara qualquer dubiedade
na notagao utilizada.
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P/O  __ P/Ci* Ci*/O
p./° = p/"+pg", (2.18)
Vo= BT 4 RS x pler, (2.19)
R.P _ R Ci* R Ci R Ci P/Ci* R Ci P/Ci*

a, = Ma; 4wy x (fwy x py) + oy x pr/, (2.20)

onde as Egs. (2.18, 2.19) estao escritas no sistema ci do corpo e a Eq. (2.20) esta escrita

no sistema coordenado associado ao referencial global.

Embora as Eqgs. (2.18, 2.19, 2.20) estejam, cada uma delas, escritas com todos os
seus vetores num mesmo sistema coordenado, isto nao é necessario. De fato, a principal
funcao da notagao empregada é permitir que possamos escrever as equagoes vetoriais com
seus termos representados em diferentes sistemas coordenados. Neste caso, faz-se uso das
matrizes de rotagao. A matriz de rotagao relacionando os sistemas coordenados T' e S sera
atribuida a seguinte notacao: SAT, onde essa matriz mapeia vetores escritos no sistema
coordenado T ao sistema coordenado S. A primeira vista, a notacao utilizada pode parecer
demasiadamente carregada. Contudo, conforme formos avancando no texto, veremos
que a notacgao adotada facilitard sobremaneira a compreensao das equagoes dinamicas de

movimento, evitando ambigiiidades em sua interpretacao.

As equacgoes dinamicas, obtidas com o uso de métodos baseados nas coordenadas ab-
solutas, devem ser escritas em funcao dessas coordenadas. Assim, definindo-se, para cada
corpo C}; do sistema multicorpos, o vetor de coordenadas generalizadas q;, representativo

das coordenadas absolutas, como mostrado abaixo

a = [(py7°)" e'], (2.21)
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é desejavel que possamos descrever a cinematica dos corpos diretamente em funcao de q;.

Dessa forma, devemos escrever as equagoes para velocidade e aceleracao diretamente em

funcao desse vetor e suas derivadas temporais. Essas equacgoes, considerando-se o ponto

P fixo ao corpo, sao da forma

R¢,P __ R,Ci* R, ,Ci P/Ci*
VR - VR + <")R X pR
R,Ci P/Ci* R, ,Ci

= Vi — Px X Wy

R ,Ci* ~P/Ci* R, ,Ci
R pR wR

— RVCi* _ ﬁE/Ci* Ggl e
~P/Ci* (Ci] :
— Pr GR] q;,

3x3

para velocidade, onde I, . é a matriz unitaria 3 x 3, py

3x3

associada ao vetor pr/”" (ver Eq. (2.6)), e GS' é dada abaixo

—€1 € —e3 €9
Ci __
GR =2 —€2 €3 €0 —€q

—€3 —€2 €1 €0

Analogamente a equagao para aceleracao é dada por

~P/Ci*

(2.22)

(2.23)

é a matriz anti-simétrica

(2.24)
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R,P _ RCi* R, ,Ci R, ,Ci P/Ci* R _ Ci P/Ci*
aR_ aR+wRX(wRXpR )+ aRXpR

— Ragi* + R‘:}gi R&gi pg/Ci* _ f)g/Ci* Ragi
— Ragi* + (Ra)gi>2 pE/Ci* o 13;/01* Ggi & (2‘25)
= [L, — by Gola + ("&7)’ pr/ " (2.26)

P/Ci*

Por fim, vamos escrever as Eqs. (2.22, 2.25) considerando o vetor p descrito no

. . T ~P/Ci*
sistema do corpo C;. Observando-se que, em termos de matrizes anti-simétricas, pn’~ =

RAS P (RAD)T | temos que

R.,P __ R_,Ci* R A ci XP/Ci* (R A ci\T Ci
Ve = Ve — A P ( A ) GR €
__ R, Ci* R A ci =P/Ci* Ci s
= fviT —TAT DY G e, (2.27)

para velocidade, onde G = (RA)T GS. A partir da Eq. (2.27) podemos escrever

5p§/o _ 5p§i*/0 _ RAc 152/01* Gfii 6e., (2.28)

onde 0py’° é o deslocamento virtual do vetor dpy/°.

Para aceleracao a equacao fica da forma

Rag — Ragi* + RAci (R@Ci)Z p:’i/Ci* _ RAci ﬁZ/Ci* GCC: e (229)

ci
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As Eqgs. (2.28,2.29) serao utilizadas na dedugao da forga de inércia generalizada, obtida

P/Ci*

mais adiante, onde é melhor ter o vetor p descrito no sistema coordenado do corpo.

2.1.3 Equacoes de Restricao

Embora o uso das coordenadas absolutas facilite a descricao cinemética dos sistemas
multicorpos, simplificando a implementacao computacional dos métodos baseados nesta
descricao, as coordenadas absolutas aumentam a dimensionalidade do sistema, isto é,
existe, em geral, um numero de coordenadas muito superior ao nimero de graus de li-
berdade. Isso ocorre devido as juntas, que diminuem o nimero de graus de liberdade do
sistema. Dessa forma, é preciso representar essas juntas, sendo essa representacao carac-
terizada pelas equacoes de restricao. Neste ponto podemos diferenciar conceitualmente o
método baseado nas coordenadas absolutas do método recursivo. Enquanto o primeiro
permite, como veremos adiante nesta secao, a obtencao das equacoes de restricao de forma
sistemaética, considerando os corpos como nao vinculados e representando as juntas pelos
movimentos que estas impossibilitam, o método recursivo representa as juntas pela mo-
bilidade que estas acrescentam. Contudo, enquanto no método recursivo os sistemas de
cadeia aberta nao necessitam que suas juntas sejam representadas através de equagoes
de restricao, estas sao necessarias em sistemas de cadeia fechada. Todavia, neste caso, a
geracao dessas equagoes de restricao é mais dificil de ser sistematizada. Assim, concei-
tualmente, esses métodos sao opostos no sentido que enquanto num deles (coordenadas
absolutas) supoe-se o sistema como livre e adiciona-se restri¢oes ao movimento, no outro
(método recursivo) nao se faz nenhuma suposigdo a priori sobre o movimento, sendo a

mobilidade introduzida com as juntas.
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2.1.3.1 Equacgoes representando Juntas

Os sistemas multicorpos podem ter os seus corpos conectados por uma grande va-
riedade de juntas, como juntas esféricas, cilindricas, prismaticas etc. Entretanto, essas
juntas sao representadas por um conjunto de equacoes de restricao basicas, que impedem
rotacoes ou translacoes relativas. Dessa forma, antes de definirmos as juntas mais comuns,
vamos apresentar trés dessas equagoes basicas. Inicialmente serd introduzida a equagao

de restricao que impossibilita a translacao relativa entre corpos.

FIGURA 2.2 — Restricao entre dois corpos.

Sejam C; e C; dois corpos rigidos (ver Fig. (2.2)) que ndo possuem translacao relativa
entre si. Neste caso, podemos modelar esta restricao definindo dois pontos P; e P;, nos

corpos C; e C; respectivamente, assegurando que eles sempre permanecam em contato.
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Procedendo dessa forma, podemos representar esta restricao como abaixo

@, (qi,q;) = py /0 + AT LT — pC = FAT P =0, (2.30)

ci cj

onde g; e q; sdo os vetores das coordenadas generalizadas dos corpos C; e C; (ver
Eq. (2.21)), e o subindice 3t indica que esta restri¢do elimina trés translagoes relativas.

Pi/Ci*

Na formulagdo computacional da Eq. (2.30), os vetores p niser

e Pej sao constantes,
devido a hipotese de rigidez dos corpos. Satisfazendo-se essa equacao, garante-se que 0s

pontos FP; e P; coincidirao durante o movimento, eliminando a translagao relativa entre

os corpos C; e C}.

A segunda restricao a ser apresentada impossibilita a rotagao relativa em torno de
um dado eixo. Considerando-se ainda os corpos C; e C; definidos anteriormente (ver
Fig. (2.2)), vamos restringir a rotagao relativa em torno do eixo E. Para tal, basta
obter dois vetores v e v/ (ndo mostrados na figura mencionada), ortogonais ao eixo F e
definidos nos corpos C; e C}, respectivamente, tais que, inicialmente, v' - v/ = 0. Assim,
para garantir que esses corpos nao possuam rotagao relativa em torno do eixo citado,
basta assegurar que

@, (q;,q) = ("A7 V)T TAT V] =0, (2.31)

durante todo o movimento dos corpos em questao, onde os vetores v., e vi, sao constantes.
Novamente, note que o subindice 1r, utilizado na equacao indica que esta restricao impede

uma rotacgao relativa.

A terceira e ultima equacao basica a ser mostrada nao permite a translacao relativa
ao longo de um dado eixo. Mais uma vez, considerando os corpos C; e C; (ver Fig. (2.2)),

vamos obter uma equacao que impossibilite a translagao relativa entre os corpos na direcao
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TABELA 2.1 — Definicao das juntas mecanicas

Junta 0] )] o}
Esférica -
Revoluta -
Cilindrica 2 -
Prismatica | 2
Fixa - 1
Plana 1 -

3t 1r

1
DN Wl W N DN !

do eixo E. Para tal, basta definirmos um eixo perpendicular ao eixo E, e dois pontos
sobre este eixo. Na Fig. (2.2), este eixo ortogonal é denominado E’ e os pontos @, Q;,
definidos respectivamente nos corpos C; e C}, estao situados sobre este eixo. Sendo u um

vetor unitario na direcao do eixo E, podemos escrever esta equacao de restricao como

abaixo
__ (R Aci T [ ,~Ci*/O R A ci ,~Qi/Ci* Cj*/O R A ¢i +Qi/Ci*\ __
q)1t<qi7qj) - ( A uci) (pR + A P - pRJ - AJpch ! ) - 07 (2'32)
onde os vetores u_, p2’"" e pP/“" sdo definidos inicialmente e permanecem constantes

durante o movimento dos corpos. Mais uma vez, utilizamos um subindice (1t) para indicar

que a restricao impede uma translacao relativa.

Tendo definido as equagoes basicas de restrigao, vamos formular as equagoes para as
juntas mecanicas. Essas juntas serao representadas matematicamente por vetores, cujos
componentes serao as equagoes bésicas apresentadas anteriormente. A Tab. (2.1) ilustra

a definicao dessas juntas.
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Assim, por exemplo, uma junta revoluta é representada matematicamente da forma

e.=| &, | (2.33)

onde @ _ indica a equagao representativa de uma junta revoluta, sendo esta equacao
constituida de tres equacoes basicas a saber: ®, impedindo trés translagoes translativas
e as duas equagoes @4, e ®, , impedindo, cada uma delas, uma rotagao relativa. Observe
que neste caso diferenciamos estas duas ultimas equacoes de restricao por nimeros nos

subindices.

Cabe notar que as equagoes bdsicas, e por conseguinte as juntas mecanicas a partir
delas obtidas, possuem a mesma estrutura, independentemente de quais corpos do sis-
tema estejam conectados pela junta, sistematizando, dessa forma, as equacoes para as
juntas mecanicas. Note que esta sistematizacao nao significa que seja facil obter-se essas
equagoes. A simplificacao na obtencao das equacoes de restricao sé é atingida através do
uso de um mesmo conjunto de coordenadas para cada um dos corpos, isto é, utilizando-
se as coordenadas absolutas. Na proxima secao sera discutida a analise cinematica de
sistemas multicorpos, onde varias operacoes envolvendo as equacoes de restricao repre-
sentativas das juntas serao efetuadas. Visando a simplificacao da andlise a ser realizada,
vamos definir essas operagoes ja na atual secao, para as equagoes béasicas anteriormente

apresentadas. Observando-se que
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FAw = GIw e (2.34)
AW = GOwWeE + Giwe, (2.35)

onde *A“ é a matriz de rotacao ja apresentada e w é um vetor tridimensional arbitrario,

podemos escrever a derivada temporal das equagoes béasicas de restri¢ao, Egs. (2.30,2.31,2.32),

da forma
e3¢ = [13x3 GR f)cpil/Cl ~ I3z —GR ﬁgj/CJ } (2-36)
q;
) . . . . i
@1 = [03x3 (tad ch)T GH Ve Oas  (MAC "ci)T GY ‘V’cj} { _ } (2:37)
4
b [0 ) () R B e ) - (P (A ) e 83T [ . } o
j
onde
_ Ci*/O R ci Qi/Ci* Cj*/O R cj Qj/Cj*
r=p; °+"A%pg/" —pg Y = TAT p T, (2.39)
~ o .1 Pi/Ci* Pj/Cj*
e a notagao ', utilizada nas Eqgs. (2.36, 2.37, 2.38) para os vetores py’  , P’ , V., € A\

pode ser empregada a qualquer vetor tridimensional. Sendo w um vetor tridimensional

genérico, temos que w ¢é da forma

W = , (2.40)

uma matriz de dimensao 4 x 4, onde w é a matriz anti-simétrica associada ao vetor w

(ver Eq. (2.6)).
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As equagoes para a derivada temporal das equacoes de restricao bésicas também po-

deriam ser obtidas utilizando-se a regra da cadeia da seguinte forma

0.

b =(®)q+— T

= (®)qa+C,. (2.41)

Na equacao apresentada acima podemos substituir o indice — pelo correspondente a
qualquer uma das trés equagoes basicas introduzidas. O termo (®_), refere-se ao jacobiano
da equagao de restricio e o termo C, é identicamente nulo®. Os jacobianos para as
trés equacoes basicas de restricao podem ser obtidos de forma imediata a partir das

Egs. (2.36, 2.37, 2.38).

A derivada temporal segunda das equacoes bésicas de restricdo pode ser escrita da

forma

® =(2)eG— Q.. (2.42)

Como os jacobianos ja foram apresentados, ver Egs. (2.36, 2.37,- 2.38), basta mostrar

os vetores Q. para as equacoes basicas. Estes vetores sao mostrados abaixo

Quse = -GHpL/ e+ Gpl/ e (2.43)
Qu, = _(Rch Vj)T Glcié chll/Cl & — (RAm V. )T GO f)P,]/CJ 6 — (G%‘ uCPll/Cl éi)T Gg fi;j/cj* & (2.44)
let — (RACI ) r— (RACI )TGCI vzl/cl i+ (RACi )TGg VZJ/CJ TGCJ é (245)

3Note que as equacoes de restricio definidas caracterizam-se como esclereondmicas. Juntas reondmicas
serao obtidas com a introducao de movimentos prescritos, a serem apresentados posteriormente no texto.
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2.1.3.2 Equacgoes representando Movimentos Prescritos

Além das juntas mecanicas, os movimentos prescritos também sdao modelados por
equacoes de restricao. Esses movimentos prescritos podem caracterizar rotacoes ou translagoes.
Embora essas rotagoes e/ou translagoes possam envolver diretamente os corpos e suas co-
ordenadas, através da especificacao do movimento de pontos do corpo, caso comum na
robdtica (SHABANA, 2001), onde, por exemplo, especifica-se diretamente um movimento
para a garra de um robo do tipo pick and place e determina-se os inputs nas juntas vi-
sando obter-se o resultado desejado, o mais comum para um mecanismo ¢ introduzir esses
movimentos prescritos nas juntas, especificando-se os movimentos relativos habilitados
pela junta como uma fun¢ao do tempo, como, por exemplo, a translagao para uma junta
prismatica ou a rotacao no caso de uma junta revoluta. Antes de definirmos as equacoes
de movimento prescrito para as juntas, vamos apresenta-las quando estas especificam di-
retamente o movimento de um ponto do corpo como uma funcao do tempo. Seja entao
um dado corpo C; e um ponto arbitrario P;, fixo no corpo. Prescreve-se o movimento do
ponto P; como uma funcao do tempo da seguinte forma

pgi*/o + RAci pP'i/Ci* _ f(t) — O, (246)

Cl

onde f(t) € R? é uma fungio vetorial do tempo.

No caso da especificagao dos movimentos relativos habilitados pela junta, utilizam-se
as equacoes de restricao basicas apresentadas anteriormente. Contudo, neste caso, ao
invés de igualarmos essas equagoes a zero, fazemos com que elas assumam os valores

especificados pelo usudrio. Dessa forma, utilizando-se a Eq. (2.31), podemos caracterizar
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uma rotagao relativa prescrita como abaixo

L VL= cos(6(1)), (2.47)

onde 6(t) descreve o angulo entre os vetores vi e vi, em fungdo do tempo. Embora
a Eq. (2.47) esteja correta no sentido de possuir como solucao vetores com o angulo
especificado entre si, a equagao mostrada também possui outras solugoes decorrentes do
fato da fungao cosseno ser par, ou seja, cos(f) = cos(—60). Visando a eliminagao desta
ambigiiidade, deve-se definir trés vetores a saber: v}, v, perpendiculares e unitérios,
definidos no corpo i e o vetor também unitario vi,, definido no corpo j, de forma que

v} possua um angulo 6 com o vetor vi, (ver Fig(2.3)). Assim, a equacao especificando a

rotacao relativa permitida por uma junta fica da seguinte forma

27

FIGURA 2.3 — Eliminando ambigiiidades na rotagao relativa.

vy v 4 Vi v +sen (0(t)) — cos(6(t)) =0

R

(v + Vi) - vl +sen(0(t)) — cos((t)) = 0. (2.48)
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Para a translagao relativa entre corpos, basta utilizar a Eq. (2.32), incluindo um termo
representando a fungao temporal responsavel pelo fornecimento da distancia desejada

entre os pontos.

2.1.4 Analise Cinematica de Sistemas Multicorpos

A principal razao de termos introduzido as equacoes de restricao é facilitar a for-
mulagao computacional das equacoes cinematicas e dinamicas. Considerando um dado
sistema multicorpos com n corpos e [ juntas, temos que serao utilizadas 7n coordenadas
para descrever a configuracao espacial do sistema?. Supondo que as juntas e movimen-
tos prescritos sejam representados por m equagoes de restricao independentes, podemos

definir o vetor restrigao do sistema, ®(q,t)° da seguinte forma

&= : |, (2.49)

onde q7 = [qf - - ql] ¢ o vetor de coordenadas de todo sistema e cada uma das equagoes

®.,i=1...m depende de q e do tempo.

A partir do jacobiano para as juntas®, podemos obter o jacobiano para o vetor restricao

4Note que os parametros de Euler estdo sendo empregados.

50 vetor restricio depende do tempo em virtude dos movimentos prescritos, definidos com o auxilio
de fungoes temporais.

60 jacobiano para os movimentos prescritos definidos na secdo anterior nao foi apresentado. Contudo,
este pode ser obtido diretamente das equagoes obtidas para as equacgoes de restrigao.
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como mostrado abaixo

0%, 0P,
Oq1 T Ogqn
o = : : ; : (2.50)
0B, 0B,
O 77 Oqn |

O jacobiano do vetor restrigao, dado pela Eq. (2.50), permite a obtengao do nimero de
graus de liberdade do sistema. De fato, o nimero de graus de liberdade é obtido a partir
do jacobiano das equagoes das juntas e dos parametros de Euler, sem que as equacoes de
movimento prescrito, caso existam, estejam presentes. Assumindo que temos r equacoes
independentes de restricao devido as juntas e aos parametros de rotacao e considerando

um deslocamento virtual nas coordenadas, podemos escrever

®=0,=®3Jq=0 (2.51)

rx1?

onde 0_, é o vetor zero com r componentes.

Observando-se a equacao acima veé-se que, caso o posto do jacobiano seja igual ao
namero de coordenadas utilizadas na descricao do sistema, entao a wunica solucao do

sistema serd 0q = 0_,, onde, nesta situacao peculiar, »r = 7n, e nao ha mobilidade,

rx1?
sendo o sistema multicorpos uma estrutura. Caso o posto do jacobiano seja inferior ao
ntimero de coordenadas, entao o espaco nulo, denominado N, do jacobiano terd dimensao

7n—r > 07. Temos que Vu € N' = ® u =0, ,. Assim, a solucdo do sistema apresentado

na Eq. (2.51) pode ser escrita na forma (STRANG, 1988)

m—r

dq =Y 6qt;, (2.52)
=1

"Note que N'C R™, embora dim(N) = Tn —r
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onde Vi € {1,---,"7n —r} Fj € {1,---,Tn}|0qf = dq; e os vetores t;, i = 1,--- ,Tn —
r formam uma base do espaco nulo A. Dessa forma, podemos escrever a solucao da
Eq. (2.51) em fungao dos deslocamentos d¢f. Em (STRANG, 1988), os d¢*’s sdo chamados
de waridveis livres, sendo os outros deslocamentos restantes denominados de wvaridveis
basicas. O termo livre adotado na referéncia citada indica que essas variaveis podem ser
escolhidas arbitrariamente, ou melhor, que quaisquer que sejam seus valores, a solucao
dada na Eq. (2.52) resolve o sistema apresentado na Eq. (2.51), ou seja, o vetor dq
obtido sera ortogonal ao espaco linha do jacobiano. No contexto de sistemas mecanicos
essas variaveis (deslocamentos virtuais) livres sao os deslocamentos virtuais dos graus de
liberdade do sistema multicorpos. Do exposto, temos que o nimero de graus de liberdade

¢ igual a dimensao do espaco nulo V.

Para ilustrar as afirmagoes realizadas no paragrafo anterior vamos apresentar um exem-
plo que permitira a visualizagao geométrica dos espagos linha e coluna do jacobiano, bem
como da superficie definida pelas equagoes de restrigao. Seja a esfera P, conectada ao
ponto O através de um fio leve de comprimento r. Supondo que o ponto O esteja fixo num
referencial inercial e que a esfera seja de pequenas dimensoes, podemos adotar o modelo

de particula® para a esfera (ver Fig.(2.4).

O sistema apresentado na Fig. (2.4) possui dois graus de liberdade, estando a particula
P restringida a mover-se numa esfera de raio igual a r. Embora fosse mais facil descre-
vermos a configuracao espacial da particula utilizando as coordenadas # e ¢, mostradas
na figura, vamos utilizar as coordenadas cartesianas da particula P para descrevermos

a configuracao desta. Assim, existird uma equacao de restricao relacionando essas co-

8Cabe ressaltar que os métodos apresentados neste texto permitem a simulacdo de corpos rigidos,
sem adotar o modelo de particula. Neste exemplo este modelo é utilizado, intencionalmente, visto que a
simplicidade do modelo de particula permite que concentremos nossa atencao em objetivos especificos.
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I%T

FIGURA 2.4 — Sistema com dois graus de liberdade.

ordenadas, visto que estamos utilizando um conjunto dependente de coordenadas para

descrevermos a configuracao espacial da particula. Esta restricao é dada abaixo

o2+ 4 22 = (2.53)

sendo a equacao da superficie de uma esfera de centro no ponto O e raio r. O jacobiano

da Eq. (2.53) é dado abaixo

Q.. (2, y,2) = 20 2y 2z]. (2.54)

Nota-se que, dado z, y e z, temos que o vetor [2z 2y 2z] é perpendicular ao plano
tangente a superficie da esfera, definida pela Eq. (2.53), no ponto (z, y, z) (ver Fig. (2.5)),

onde este vetor estd mostrado em vermelho. Cabe notar que o plano tangente é o espaco
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nulo® do jacobiano, e os vetores em amarelo sdo uma base deste espaco.

L

FIGURA 2.5 — Visualizacao Geométrica

Embora esta se¢ao aborde a cinematica de multicorpos, podemos fazer uma observacao
referente a dinamica do exemplo apresentado anteriormente. No exemplo em estudo, o
vetor perpendicular ao plano tangente, que forma a base do espaco linha do jacobiano,
indica a direcao da forca responsavel a manutencao da restricao entre as coordenadas,
apresentada na Eq. (2.53). De fato, esta forca deve ser ortogonal ao plano tangente,
podendo ser escrita da forma F = @fyz)\, confirmando que a forca exercida pelo fio
é na direcao do fio. No caso geral, de n dimensoes, essas forcas de vinculo deverao
estar no espaco linha do jacobiano, sendo por conseguinte perpendiculares ao espaco
nulo!®, e os movimentos livres, referentes aos graus de liberdade, ocorrerao no espaco

nulo. Retornaremos a este exemplo mais adiante, no préximo capitulo, quando formos

tratar da estabilizacao de vinculos na anélise dinamica.

Caso o numero de equacoes independentes de movimento prescrito seja igual ao niimero

90bserve que estamos considerando, de forma implicita, a existéncia de um sistema coordenado com
origem no plano tangente, visando podermos considerar tal plano um espago vetorial.
1ONote que o espaco nulo é o complemento ortogonal do espaco linha.
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de graus de liberdade do sistema multicorpos, o problema sera cinematico, significando
que somente equagoes cinematicas, nao envolvendo forgas externas nem de inércia, serao
necessarias para conhecermos o movimento completo do sistema. Caso contrario, teremos
a situacao mais geral, contemplando a dinamica, que sera estudada posteriormente ainda

neste capitulo.

Supondo que tenhamos o caso cinematico, vamos obter as equacOes necessarias a
analise do movimento. Neste caso, o jacobiano das equagoes de restricao, envolvendo
agora tanto as juntas e os parametros de Euler quanto os movimentos prescritos sera uma
matriz quadrada. Assim, assumindo como conhecidas a posicao, velocidade e aceleragao
num dado tempo ¢, para obtermos esses valores para um tempo t + At devemos reali-
zar trés andlises, a saber: a de posicao, a de velocidade e, finalmente, a de aceleracao.
Para analise de posicao devemos resolver um sistema de equagoes algébricas nao-lineares,
apresentado na Eq. (2.49), utilizando o método de Newton-Raphson. Para andlise de
velocidade e aceleragao, basta derivar a Eq. (2.49) em relac¢ao ao tempo uma e duas vezes,

respectivamente. Procedendo essa diferenciagao, obtemos

(®)gd = ——- (2.55)

para velocidade e

oP 0> P
(®)qdl = —(®,4)qc — 2 (—) a-22 (2.56)
a 4 ot ) ot2

para aceleracao. E importante notar que, no caso das juntas mecanicas, o termo do
lado direito das Eqs. (2.55, 2.56) sd@o, respectivamente, iguais a zero e ao vetor Q, (ver

Eqgs. (2.43, 2.44, 2.45)). No caso de movimentos prescritos existirao termos adicionais
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referentes a explicita dependéncia temporal dessas equagoes.

Outra observacao importante, do ponto de vista computacional, é que a melhor forma
de resolvermos as analises de posicao, velocidade e aceleracao é utilizando-se a fatoracao
LU no jacobiano, visto que, dessa forma, quando a iteracao Newton-Raphson tiver satis-
feito a tolerancia requisitada, as analises de velocidade e aceleracao serao realizadas por
mera substituicao, eliminando a necessidade de fatoracoes, o que aumentara a eficiencia

da solugao numérica.

2.2 Analise Dinamica

Nesta secao, abordaremos os aspectos elementares da dinamica computacional de
sistemas multicorpos. O intuito aqui é introduzir o conhecimento bésico necessario no
proximo capitulo, onde serao estudados métodos especificos visando a solugao numérica

das equagoes dinamicas do movimento.

2.2.1 Analise de Forgas

A principal distincao entre as analises cinematica e dinamica reside na anélise de
forcas. As forcas que agem sobre um sistema podem ser classificadas em forcas de inércia,

externas e de vinculo'.

1 As forcas de vinculo serdo abordadas na préxima secao, tratando das equacdes de movimento
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2.2.1.1 Forcga Generalizada de Inércia

A forca generalizada de inércia serd obtida com o uso das Eqs. (2.28,2.29), apresenta-

das anteriormente. Observe-se que

/ pp/ AV = 0, (2.57)
14
/ ppr/dV = 0, (2.58)
4
/ p(BE/NT P/ dV = IS/, (2.59)
\%4

Ci/Ci* . s . . . .
onde IS/ é o tensor de inércia do corpo Ci com respeito ao seu centro de massa C7*,
escrito no referencial do corpo. Para simplificar a notacao, escreveremos este tensor da
forma I". Cabe notar que, neste caso, a matriz representativa do tensor de inércia é

) )

constante.

A forga de inércia generalizada é dada abaixo (ver Fig. (2.6))
SW = / pta; - opp/°dV, (2.60)
1%

onde os termos dpy’° e *al sdo dados pelas Eqgs. (2.28,2.29) respectivamente. Vamos

obter a for¢a de inércia por partes, da forma mostrada abaixo.

WS = WO + WS + WO (2.61)
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FIGURA 2.6 — Obtendo a forca generalizada de inércia.

onde

we - / pral . Sprlo dv. (2.62)
1%

Wi = /P(R'Ad(RGJccf)pr/Ci*)'5p§/odV, (2.63)
1%

Wi = - [ At Gl ope . (260
1%

A contribuigao do termo W' na forga generalizada de inércia é da forma

Wi = /PRaE'fSPE/OdV
1%
_ / pral - SpIO dv / Jrar - (FAY BEOT GEde) dV
14 14
— Ra§~5pgi*/o/pdV—Ra§~(RA°‘/pf)fi/Ci* dV GSioe)
14 14

= mTaj - 6pS/° +0

P pSte, (2.65)

O termo Wi contribuird com a forca generalizada de inércia, fornecendo termos
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quadraticos na velocidade, da forma apresentada abaixo.

C1

WICIi — / (RACl(R Cn>2pP/Cl ) 5pP/O A
14

C1

_ / p(RACI(RwCl)QpCPI/CI ) X 5pg/0i* dV o / (RACI(R SI)QPZ/CI ) . (RAci f)f‘i/Ci* Ggiée) dV
\4 \%

——(ATCDE? [ pplav) - ap [ AT G R)  (AT B Gle) av
|4

— [ P AT D) (AT B GEde) dV

ci

p(R.Aci I'-ji’i/Ci* Ggl(se) (RACI(RwCl)2pZ/CI ) dv

ci

p((se (Gcl) ( P/Cl) (RAci)TRAci(R&}gi)sz/Ci* dV

(e (GE)T (B )T (") pl/ dv

p(ée (GCI) ( P/01 )T R&}Si R&}q pCPi/Ci* A

1 ci

||
e e

=— [ p(6e” (G)T pr/ "HS pr/ Fw dV (2.66)
= p(de” (G " pr/o" pr/o FwS dV (2.67)

:_5eT (Gcl)TR cl/ppp/cl* ~P/C1 dvacl
= Je (Gcl)TRwil / p(ﬁz/Ci*)T ﬁi/(}i* dVchCii
\%

=de’ (G "I T RS, (2.68)

O termo W', mostrado acima, foi obtido utilizando-se algumas simplificagoes dignas
de nota. A primeira delas foi introduzida para obtermos a Eq. (2.66), onde foi utilizado
o fato de ab = —ba e ()7 = —a. A segunda e tltima simplificacdo, utilizada na

obtencao da Eq. (2.67) é mais sutil, sendo obtida a partir da consideracao que ab =

ba + b(a)l — a(b)”.
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O termo W&

o contribuird para a forga generalizada de inércia da seguinte forma

WIC;I — _/ p(RACi ﬁCPi/Ci* GS] ) 5pP/O dv
\%

— _/ p(RAci f)Z/ci* Gcclle) . 5p§/0i* dV _I_ / p(RAci f)Z/Ci* Gile) . (RAci f)Z/Ci* Gglée) dV
\% \%4

— _(RAci / PISZ/CI dV Ggl ) 5pP/Cl / p(RAci I‘s(l;/Ci* Ggle) . (RAci f)CPi/Ci* Gglae) dV
\4

G01 Z/cl ) (RAci)TRAci ﬁz/cﬁ ijfée dV

)" (P
G (BY/")T P/ GSide dV

:/ T
.
:/ ( Cl
.
e (GI)T / p(PE/“)T P/ dV GSde
\%4

=&" (GHTT GYe. (2.69)

A partir dos termos SW dWE e WS dados pelas Egs. (2.65,2.68 e 2.69) respec-

tivamente, podemos escrever a forca generalizada de inércia como abaixo.

IW = OW + Wi 4+ 0W,

— 5pCl /o R 01 +5e (Ggi)TI*Ggié—i-(;e (GCI)TR ClI R Ci

Cl

ml,_, 0 0
= dq; dq -+ 0q;
0 (Gc_i)T I* Gccll (GQ)TR Cll*R gl
— §q! MG + 69" Q, (2.70)
onde
' ml,_, 0
M = : (2.71)

0 (GI)'TI'GY
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¢ a matriz de massa do corpo C; e

' 0
Q. = ; (2.72)
Ci\TR,~,CiT*R, ,Ci
(Gci ) wci I wci
¢é o vetor que representa os termos da forca de inércia quadraticos na velocidade. Observe
que, como estamos utilizando o centro de massa como origem do sistema coordenado
afixado ao corpo, nao ha acoplamento entre a translagao e a rotagao, isto é, o corpo pode

somente transladar sem que haja qualquer for¢a de inércia agindo no sentido de provocar

alguma rotagao no corpo.

2.2.1.2 Forgas Generalizadas Externas

As forcas generalizadas externas representam molas, amortecedores, atuadores, forcas
de atrito, etc. As férmulas tanto para o conjunto mola-amortecedor quanto para mo-
delagem de atrito nao serao apresentadas. As férmulas referentes ao conjunto mola-
amortecedor nao serao apresentadas devido ao fato dessas formulas estarem amplamente
apresentadas nos textos de mecanica computacional (SHABANA, 2001), (NIKRAVESH,
1988), (JALSN; BAYO, 1988). No caso do atrito, essas férmulas nao serao apresenta-
das ja que o atrito é um fenomeno complicado, tomando, na andlise computacional, um
grau ainda maior de complexidade, ja que, neste caso, entram em cena algoritmos de
computacao grafica muito mais sofisticados, visando o tratamento matemaético adequado

deste fenomeno.

Supondo que um atuador exerca uma for¢a F no ponto P do corpo e utilizando a

Eq. (2.28), podemos representar a forga generalizada associada a forca F da seguinte
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forma

5Wci

Fext

F.5pt/°

R

— FT(spg/O
— [FT _ FTRAcif)Z/Ci* Ggﬂ 5qi
F
_(RAciﬁ?/Ci* GQi)TF

Observando-se a Eq. (2.73), podemos representar a forga generalizada externa devido

a gravidade da seguinte forma

SWS = éq; : (2.74)

)

onde F = mgn, sendo m massa do corpo, g o médulo da aceleracao da gravidade e n o

vetor unitdrio no sentido para o qual a forca gravitacional atua.

2.2.2 Equacoes de Movimento

Tendo obtido as expressoes para as forcas generalizadas de inércia e externas, podemos
formular as equagoes de movimento do sistema multicorpos. Utilizaremos o principio do
trabalho virtual na dinamica para obtermos essas equacoes. Este principio estabelece que

SW = WS 4 WS (2.75)

Rest?
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onde W€, W e §WE

- o, sao respectivamente os trabalhos virtuais das forgas de

inércia, externas e de restricao, para o corpo C; do sistema. Representaremos o trabalho

virtual das forgas de vinculo e externas da seguinte forma

5Wl§;st = 5q’LTQiRest (276)

Wi, = 04 Q.. (2.77)

onde Q.. e Q... sdo, respectivamente, a forca generalizada de restrigao e a forca gene-

ralizada externa para o corpo Cj.

Substituindo as expressoes para o trabalho virtual das forgas de inércia, externas e
de restrigao, Eqgs. (2.70, 2.77 e 2.76) respectivamente, e aplicando o principio do trabalho

virtual, obtemos

Mlql = QiFext + QiRest - Qi’ (278)

Note-se que, embora os deslocamentos virtuais dq; sejam dependentes, pudemos igua-
lar a zero o termo que multiplica esses deslocamentos, obtendo a equacao mostrada acima,
visto que essas restrigoes estao consideradas explicitamente, através das forcas de vinculo.

Caso tenhamos n corpos rigidos, as equacoes de movimento podem ser escritas da forma

Mq = QFext + QRest - Qw (279)
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onde

Ml
M = (2.80)
Mn
Ql
Q = C- (2.81)
_Qn_

A Eq. (2.81) representa como as forgas generalizadas externas, de vinculo e dos termos
de inércia quadraticos na velocidade sao formadas, justificando a omissao do subscrito na
equagao citada. A forga generalizada de vinculo, Q,..., pode ser escrita em funcao dos

multiplicadores de Lagrange, ficando da forma (SHABANA, 2001)

QRest = _((I)q)TAJ (282)

onde A = [A;---\p,]T sdo os m multiplicadores de Lagrange, sendo m o nimero de
equagoes independentes de restrigao. Utilizando a Eq. (2.82) podemos escrever a Eq. (2.79)
como abaixo

Mg+ (2,)' A = Q.. — Q.. (2.83)

Note-se que a Eq. (2.83) possui n+m incégnitas para n equagoes de movimento. Para

possibilitarmos sua solugao, devemos introduzir m equagoes. Adicionando a Eq. (2.56)
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obtemos n + m equacoes. Essas equagoes podem ser representadas na forma

M (Qq)T q QExt - Qv
= , (2.84)
® 0. A Q,
onde
N od . 0*®
Q= —(®,4)qq — 2 (E)qq ~ A (2.85)

Uma outra forma conveniente de expressarmos as equacoes de movimento é descar-
tando as forcas de vinculo. Neste caso, as equagoes de movimento ficam da seguinte

forma

0q" (M4 — Qo — Qus + Q) = 0. (2.86)

A Eq. (2.86) serd utilizada quando apresentarmos o método de particao de coorde-
nadas, assunto do préximo capitulo. Cabe observar que esta equacao poderia ser obtida
a partir da soma dos trabalhos virtuais para todos os corpos do sistema e da aplicacao
do terceiro principio de Newton. Somando-se esses trabalhos virtuais da forma mostrada

abaixo
™ ™ ™
DW= WO+ W, (2.87)
i=1 i=1 i=1

Ci

. =0. Assim, obtemos

e, aplicando o terceiro principio de Newton, temos que 221 oW

a representacao dada pela Eq. (2.86).



3 Meétodos Numéricos

Na introdugao observamos que os métodos computacionais baseados na descri¢ao abso-
luta evoluiram, basicamente, no sentido da melhora de eficiéncia da solucao das equagoes
de movimento, sem que a forma de obter-se essas equacoes fosse alterada de maneira
significativa, visto que a principal vantagem desses métodos reside exatamente na facili-
dade de obtermos tais equagoes. Neste capitulo vamos apresentar algumas formas para
tornarmos mais eficiente a solugao das equagoes de movimento. Inicialmente discutire-
mos o chamado método rigido, consistindo na representacao das equacgoes de restricao
na sua forma nao derivada, dando origem a um sistema diferencial-algébrico. Apds in-
troduzirmos o método rigido vamos mostrar o método de estabilizacao mais conhecido
e justificaremos sua importancia, bem como apresentaremos um método de estabilizagao
mais sofisticado, baseado na projegao, visando a estabilizacao dos vinculos discutindo,
em seguida, o método de particao de coordenadas. Posteriormente, apresentaremos um
método de ortogonalizagao aplicado ao método de particao de coordenadas, discutindo
suas vantagens e desvantagens. No préximo capitulo, apresentaremos uma alternativa ao
método de ortogonalizacao introduzido e mostraremos a solu¢ao implementada no pro-

grama desenvolvido.
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3.1 Meétodo Rigido

Quando obtivemos a equagao de movimento, Eq. (2.83), no capitulo anterior, ressal-
tamos a insuficiéncia no nimero de equagoes em relacao ao nimero de variaveis. Naquele
caso, adicionamos as equacoes de restricao para aceleragoes, isto é, "I'>(q, t) = 0, visando
possibilitar a solu¢ao das equagoes de movimento para as aceleragoes (e multiplicadores
de Lagrange) a partir da solugdo de um sistema linear. Contudo, existem outras possibili-
dades que tornam a solucao das equacoes de movimento possivel. Uma delas é acrescentar
as equacoes de movimento, obtidas com o uso da Eq. (2.83), as equagoes de restrigao na
sua forma nao derivada, ou seja, como um conjunto de equacoes algébricas nao-lineares.
Embora tenhamos, neste caso, um sistema diferencial-algébrico, de mais dificil solugao,
garantimos o cumprimento dessas equacgoes de restricao diretamente, ja que, como vere-
mos na proxima se¢ao, a Eq. (2.84), utilizando a forma derivada das equagoes de restrigao,
nao assegura o cumprimento dos vinculos, comprometendo a solucao numérica, devido a
erros numéricos intrinsecos ao processo de solucao, requerendo algoritmos para estabi-
lizacao dos vinculos. Ao método que adiciona as equacoes de restricao sem deriva-las,
nas equagoes de movimento, obtidas com o uso da Eq. (2.83), denominaremos de método
rigido. O termo rigido, escolhido para denominar o método descrito acima, deve-se ao fato
de ocorrer a introducao artificial de rigidez! nas equacoes de movimento. Basicamente,
dizer que uma dada equagao diferencial(-algébrica) é rigida significa afirmar que seus au-
tovalores apresentam uma grande dispersao. O sistema diferencial-algébrico obtido nesta

secao ¢é da forma
Mq + ((ﬁq)’TA = QFext - Qv

®(q,t) =0

! Stiffness, em inglés
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Fazendo p = q, podemos escrever

q=rp
Mp = _((I)q)T)‘ + QFext - QV ) (32)
®(q,t)=0

transformando as equagoes diferenciais num sistema de primeira ordem. Observando que,

para um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem do tipo

y =f(ty), (3:3)

a férmula genérica para o método de Gear (SHAMPINE, 1994) é da forma

k

Y= agyioy + hbE(tige, yi), 34)
=0

podemos aplicar esta férmula ao sistema da Eq. (3.2), obtendo

i k
qtt = > i=04iQi—j + hbpit1

Mp7’+1 = Z‘I;ZO a.]plfj _'_ hb (_<@q>7—‘A + QFext - Qv) (35)
®(q,t)=0
\
Definindo o vetor z7' = [qT p” )\T}, podemos escrever o conjunto de equagoes

algébricas nao lineares, dado pela Eq. (3.5) da seguinte maneira

¢(z) =4 Mp = hb (—(®)" A+ Q.. — Q,) +da = hbs(q,p,A) +ds - (3.6)

®(q,t) =0

\
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onde d; e dg sao vetores que englobam valores previamente calculados, ja conhecidos
es(q,p,A) = (—(®,)" A+ Q... — Q,). A Eq. (3.6) deve ser resolvida utilizando-se o

algoritmo de Newton-Raphson, da forma mostrada abaixo

v, Az = —p(z)
) (3.7)
z =17+ Az
onde ¢, o jacobiano das equagoes algébricas, é da forma
I hbl 0
¥, = | Myp +hbsq M+ hbs, —hb®_ |- (3.8)
b 0 0

Observando-se o jacobiano dado acima, verifica-se que esta matriz ficara cada vez mais
mal condicionada conforme formos reduzindo o passo. De fato, pode-se demonstrar que
o ntimero de condi¢io para a matriz apresentada acima é de ordem O(1/h?), onde h é
0 passo (JALSN; BAYO, 1988). O programa comercial ADAMS implementa, em sua for-
mulacao padrao, um método semelhante ao método rigido apresentado, onde as equagoes
de restricao aparecem na sua forma nao derivada e as equagoes diferencias de movimento
sao obtidas utilizando-se as equagoes de Lagrange (NEGRUT; HARRIS, 2001). Devido as
dificuldades encontradas na solucao de sistemas diferenciais-algébricos, o ADAMS possi-
bilita a estabilizacao do indice dessas equagoes, significando, na pratica, que as equacoes
de restricao serdo representadas na forma derivada ® = 0 ou ® = 0. Neste tltimo caso,
obtemos as equagoes dadas na Eq. (2.84). No caso do ADAMS, essa estabilizagao do
indice eleva a acuracia da solucao. Contudo, o custo computacional aumenta até 100%

(RAMPALLI, 2000). A estabilizagao do indice dessas equagoes diferencias-algébricas requer,
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como veremos a seguir, a estabilizacao de vinculos, assunto da préoxima secao.

3.2 Meétodo de Estabilizacao de Vinculos

Quando empregamos a Eq. (2.84) para representarmos matematicamente um sistema
multicorpos, estamos assegurando o cumprimento das equacoes de restricao na sua forma
derivada, nao garantindo, explicitamente, sua satisfacao na forma nao derivada. Isso se
deve ao fato da equacao diferencial ‘i)(q, t) = ®.q — Q, = 0 permitir, como solugcao,
um crescimento exponencial, caracterizando uma situagao de instabilidade. No método
de estabiliza¢do proposto por Baumgarte (BAUMGARTE, 1972), substitui-se a equagao
®(q,t) =0 por & +2a® + FP® =0, com o, 3 € Re a > 0,3 # 0. Esta equacio pode
ser escrita da seguinte forma

®q=Q,—20(® q-— aa—(f) — . (3.9)

Embora o método de Baumgarte seja utilizado de forma bem sucedida, inicialmente
nao havia uma maneira sistematica de selecionar os parametros « e  (SHABANA, 2001).
A experiéncia (NIKRAVESH, 1988) confirmava que a escolha com 1 < «, § < 10 era apro-
priada na maioria dos casos. Agora, aplicaremos a Eq. (2.84) para obtermos o movimento

do péndulo esférico, apresentado no capitulo anterior. A equac¢ao de movimento obtida é

da forma ) o ) )
m 0 0 2z x 0
0 m 0 2y 1 0
= : (3.10)
0 0 m 2z z —mg

20 2y 2z 0 A 232 — 2% — 232
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Eliminando o multiplicador de Lagrange A da equacao acima, podemos escrever

(

xE i+ 2E = —a® —q? — 22

PR (3.11)

j—2z="1g

Resolveremos o sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem apresentado na
Eq. (3.11), mostrada acima, utilizando o programa Maple, inicialmente sem realizar qual-
quer estabilizacao de vinculos. O arquivo Maple desenvolvido para esse fim é denominado
SemEstabilizacio.mws 2. Para facilitar a visualizacao dos dados, vamos fornecer condicoes
iniciais tais que a coordenada z permaneca constante durante a simulacao. Para obter

essas condigoes, basta fazer Z = Z = 0 nas equagoes de movimento, Eq. (3.11), obtendo

i=12g (3.12)

A partir da Eq. (3.12), mostrada acima, podemos obter o médulo do vetor velocidade

inicial da forma

x2 492
2z

Vo =1/ — g. (3.13)

Cabe ressaltar que, como z sera constante durante todo o movimento, nao havera
componente da velocidade V, na direcao z, como também temos que as coordenadas x e

y vao estar sobre uma circunferéncia. Desta forma, o vetor V, deve ser tangente a esta

2 As rotinas implementadas no programa Maple estao disponiveis no Apéndice A
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circunferéncia. Dando as seguintes condigoes iniciais

, (3.14)
#(0) =0 §(0) =V 20)=0

obtemos para a coordenada z e sua derivada temporal Z, como também para o termo

V12 4 y% + 22 os resultados® ilustrados na Fig (3.1), nas letras (a), (b) e (e), respecti-

vamente.

Observando-se os resultados obtidos, verifica-se que esses valores estao em total de-
sacordo ao esperado. Primeiro, z(t) deveria ser constante e Z nula, o que nao acontece.
Segundo, a quantidade \/m deveria ser constante e igual a r durante todo o mo-
vimento do sistema. Da Fig (3.1), letra (e), verifica-se claramente a violagao dos vinculos
(comprimento do fio), ja que pode-se observar a discrepancia entre o valor do raio, igual
a bm (em verde no grafico) e aquele obtido com a expressao, teoricamente equivalente,
\/m (em vermelho). Agora, vamos utilizar a estabilizacao de Baumgarte, esco-
lhendo para « e 3 0 mesmo valor constante « = 3 = 10. O arquivo Maple implementando
a estabilizacao chama-se ComFEstabilizacao.mws. Neste caso, as equacoes de movimento

ficam da seguinte forma

Ti Y+ 2E = =i — 7 — 22— 20(wd + gy + 22) — D (a2 +y? + 22— 1?)

| &—Li=1g (3.15)

y—iz=14g

Note que as condigoes iniciais, anteriormente obtidas visando a constancia de z(t) ao

longo do movimento do péndulo, continuam validas. Essas condicoes nao poderiam ser

3Para resolver numericamente as equacdes de movimento, foram atribuidos os seguintes valores: m =
1Kg,r=5meg=981%.
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(a) (b)

FIGURA 3.1 — Graficos para z, Z e v/x2? 4+ y? + 22 com e sem estabilizagao

obtidas a partir do sistema mostrado na Eq. (3.15), ja que este sistema possui um termo
a mais, devido a estabilizacao de vinculos. Aplicando, neste caso, as condigoes iniciais
dadas na Eq. (3.14), obtemos para z(t), sua derivada Z e para o termo /2% + y2 + 22 os
resultados mostrados na Fig. (3.1) letras (c), (d) e (f), respectivamente. Observando-se
os resultados obtidos, vé-se que, no caso onde foi empregada a estabilizagao de vinculos de
Baumgarte, obtiveram-se resultados muito melhores que aqueles obtidos sem qualquer es-

tabilizagao. Constata-se, no caso do emprego da estabilizagao de Baumgarte, a existéncia
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de uma forma de controle, onde procura-se manter os erros envolvidos dentro de uma
faixa de tolerancia. De fato, o método de Baumgarte é inspirado na teoria de controle,
aplicando-se retroagao de posigao e velocidade a equagao (instével) & = 0, através dos
termos « e (3, visando estabiliza-la. Um procedimento buscando sistematizar a escolha
dos parametros « e 5 do método de Baumgarte foi proposta em (ZHENKUAN, 1996), onde
os parametros « e 3 tornam-se fungoes do passo tomado na integracao numérica das
equacgoes de movimento. Este procedimento é baseado na expansao na série de Taylor da

funcao ®(q(t),t) = 0. Observando-se que, supondo conhecidos ¢ e q°, podemos obter o

valor das equacoes de restricao para um passo h, onde t*t! — ¢ = h da seguinte forma

. 4 .2
O = P+ hdi + Ecbi. (3.16)

O objetivo na Eq. (3.16) é termos & = 0. Assim, realizando operagdes simples,

obtemos para a e (3 os seguintes valores

1
a = 5 (3.17)
V2
o (3.18)
O grande problema do procedimento proposto por (ZHENKUAN, 1996) consiste no fato
de, geralmente, nao termos acesso ao passo escolhido por programas de solucao de equagoes
diferenciais, visto que esses programas sao como caixas-pretas. Como neste texto vamos
implementar os algoritmos numéricos, esta nao é uma dificuldade em potencial. Para ilus-
trarmos a melhora obtida com este procedimento, vamos resolver a Eq. (3.15) utilizando-o.

Para integracao numérica das equagoes de movimento, faremos uso da féormula de Merson,

apresentada em livros que tratam da solucao numérica de equagoes diferencias ordinarias,
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como (SHAMPINE, 1994). O programa Maple implementando esse procedimento, deno-
minado ComFEstabilizacao02.mws, também é apresentado no Apéndice A. Os resultados
obtidos para z, sua derivada 2, o termo /22 + y? + 22 bem como para o passo estao

ilustrados na Fig. (3.2) nas letras (a), (b), (c) e (d), respectivamente.

(a) (b)

-3.5356
0.0005

36358

0.0004
-3.536

35350 0.0003

-35364 0.0002
-3.6366
0.0001
-3.5368

-3.637

5T -0.0001

-3.6374 -0.0002

(c) (d)

5.000003 000545

0005475
5.0000085

0.00547
5000008
0005465
rain  5.0000075 passo 000546
0.005455
5.000007
000545

50000085
0005445

5000008 z 0 75 0 = B 0.00544 5 10 15 20 25 30

FIGURA 3.2 — Gréficos para z, Z e \/x2 + y? + 22 com estabilizagao e escolha automatica
de a e 5.

Como podemos observar da Fig. (3.2), os resultados obtidos foram muito melhores
neste caso, em comparagao com a escolha de o e 3 constantes. A tolerancia escolhida
para selecao do passo foi de tol = 1073. Caso quiséssemos escolher uma tolerancia menor,
deveriamos utilizar uma féormula de passo multiplo, visto que essas férmulas geralmente
permitem o cumprimento de uma tolerancia mais restritiva, em relacao aos métodos de

passo unico, para um mesmo tamanho de passo. Embora a selecao automatica pro-
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posta por Zhenkuan tenha melhorado a acuracia da solugao, é importante observarmos
a influéncia provocada pela introducao de termos dependentes do passo nas equacoes de
movimento, visto que o passo utilizado durante a solugao numérica das equagoes de mo-
vimento foi muito pequeno. De fato, a introducao de termos explicitamente dependentes
do passo nas equagoes de movimento nao é recomendavel, visto que toda a andlise ma-
tematica realizada nos métodos numéricos de solucao de equagoes diferenciais visando sua
validacao e, principalmente, objetivando obter estimativas de erro que permitam a escolha
automatica do passo, assume uma forma para esses métodos que nao é mais valida, devido
a dependencia direta do passo de alguns termos dessas equagcoes. Assim, a aplicabilidade
do método de Zhenkuan fica, na pratica, restrita a escolha de passo fixo, o que é inaceitavel
para um método numérico geral, que deve possuir ampla aplicabilidade, permitindo ainda
uma maior flexibilidade, como a escolha automatica do passo. Outro problema consiste
no possivel aumento descontrolado dos termos de controle conforme o passo tende a zero.
Dessa forma, torna-se necessaria a introducao de um método de estabilizacao de vinculos
que seja eficiente e com ampla aplicabilidade, sem introduzir restri¢oes de qualquer tipo.
Uma solucao satisfatéria é utilizar métodos baseados na projecao. O método de projegao
apresentado resumidamente abaixo ¢ utilizado no programa computacional desenvolvido,
e estd apresentado em (BLAJER, 1997). Supondo que apés avangarmos a integragao das
equacoes de movimento sem qualquer estabilizacao as restricoes estejam fora de uma
tolerancia especificada, isto é, |®| > tol, podemos corrigir as posigoes iterativamente,

resolvendo-se o seguinte sistema linear
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M (@) || A, 0
® 0 T - (3.19)
q=q+ A,

Note que o sistema linear apresentado acima, procura a solucao de Newton-Raphson do
problema ® = 0 projetada no espaco linha do jacobiano das equagoes de restrigao. Esta
projecao permite manter inalterados os valores referentes aos movimentos independentes,
j& que a projecao efetuada é ortogonal ao espaco nulo*. Para velocidade basta resolver

diretamente (sem iteragoes) o seguinte sistema linear

M (2) || A 0
® 0 I -& (320)
q=q+A;.

O método de projecao apresentado acima esta implementado no arquivo ComProje-
cao.mws, também listado no Apéndice A. Os resultados obtidos com este método para o

problema do péndulo esférico estdo mostrados abaixo (ver Fig. (3.2))

Observando-se os resultados obtidos, verifica-se que, embora do ponto de vista da
acuracia da solucao os métodos de projecao e de Baumgarte com selecao automatica de
passo proposta por Zhenkuan assemelhem-se, o passo utilizado no método de projecao

5

¢ aproximadamente 25 vezes maior®, confirmando o método de projecao como a melhor

escolha para um programa genérico de simulacao de sistemas multicorpos.

4Observe que, supondo x, uma solugdo para as equacgoes de restricio, entdo para todo vetor v
pertencente ao espaco nulo, o vetor x,+ v, também serd uma solucao. Neste sentido, a projecao efetuada
na Eq. (3.19) fornece uma solugdo de norma minima.

®Note que o método utilizado é de passo varidvel. A invaridncia do passo apresentada na Fig (3.3)
decorre da equacao diferencial com a condigao inicial dada e da simetria do problema.
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FIGURA 3.3 — Gréficos para z, z e \/x2 + y? + 22 com projecao.

3.3 Meétodo de Particao de Coordenadas

A solugao utilizada até agora para resolvermos a Eq. (2.83) baseava-se na introducao de
equacoes extras. Uma alternativa reside em projetarmos as equacoes de movimento para
um espaco de dimensao inferior, onde as coordenadas passariam a ser independentes, apds
a projecao. Embora existam, como veremos posteriormente, infinitas projecoes possiveis,
nesta se¢ao vamos nos ater a projecoes que relacionem as coordenadas dependentes com
um conjunto reduzido dessas mesmas coordenadas. Esta é a base para o chamado Método
de Particdo de Coordenadas proposto por (WEHAGE, 1980), onde as coordenadas sao
classificadas em dependentes e independentes. Esta classificacao é obtida considerando-se
um deslocamento virtual nas coordenadas para o vetor de restri¢coes. Este procedimento

foi adotado no capitulo anterior, resultando na Eq. (2.51), reescrita abaixo
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®=0= ®iq=0, (3.21)

onde, neste caso, o jacobiano das equacoes de restricao possui o nimero de linhas inde-
pendentes inferior ao nimero de coordenadas. Supondo que o jacobiano possua [ linhas
linearmente independentes® e n colunas, podemos particionar o jacobiano da forma mos-

trada abaixo

@[, @], 5.2

qd

onde ®_, e @ sdo matrizes de dimensao [ x [ e [ x (n — [), respectivamente. Sendo o
posto do jacobiano igual a [, podemos efetuar a particdo mostrada na Eq. (3.22) de forma
que ®_,; seja inversivel. Procedendo desta maneira, podemos escrever a Eq. (3.21) como

abaixo

® iq=®_0qq + P 0q; =0 = dqq = — (@qd)_l ® 0q;. (3.23)

Rearranjando o vetor de coordenadas da forma q = [qq q;]|7, o vetor do deslocamento
virtual de todas as coordenadas pode ser escrito em funcao dos deslocamentos virtuais

independentes da seguinte maneira

- (qj)qd)_l ¢,qi
oq = dqi = B dq;. (3.24)
I

Observando-se a Eq. (3.24), podemos identificar as colunas da matriz B, como sendo

6Neste caso, essas equacdes de restricdo englobam as equacdes de movimento prescrito.
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os vetores t; da Eq. (2.52). Outra caracteristica importante da matriz B_ é apresentada

abaixo

B,)" (@) = [-(®,) (®,)")") 1] — 0. (3.25)

Utilizando o resultado da Eq. (3.25), podemos multiplicar a Eq. (2.83) pela transposta

da matriz B, obtendo

(B,)"Md = (B,)" (Qp... — Q). (3.26)

Na equacao mostrada acima temos n—I[ equacoes de movimento independentes, embora
essas equagoes estejam escritas em funcao de todas as aceleragoes. Para contornar este

problema, podemos realizar a particdo de coordenadas na Eq. (2.56), obtendo

) = (2,) 7" @, di. (3.27)

0P 0?P
. _ 71 . . _ hlinll . _
o= (@) (@25 ) -

Empregando a Eq. (3.27), podemos escrever o vetor q da forma

q=B g +T, (3.28)

onde

—(®.) ' ((®.9)qq —2 (%—T>q a-57) (3.29)
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Aplicando a Eq. (3.28) na Eq. (3.26), podemos escrever

(B,)"MB,d; = (B,)"(Q... — Q,) — (B,)"MT. (3.30)

Fext

A Eq. (3.30) representa as equagdes de movimento projetadas num espago de di-
mensao n — [. Essas equacoes sintetizam o método de particao de coordenadas onde, ao
particionar-se o jacobiano e, consequentemente, o vetor das coordenadas, em dependentes
e independentes, pode-se escrever as equacoes de movimento em funcao das aceleragoes
independentes. Deste modo, pode-se integrar numericamente essas equagoes, obtendo-se
o vetor das coordenadas independentes e sua derivada temporal. A obtencao das coorde-
nadas dependentes estd condicionada a solucao das equacoes de restricao’. Para obtermos

a derivada temporal das coordenadas dependentes basta resolver um sistema linear.

Embora o método de particao de coordenadas possua um belo aspecto tedrico, con-
tribuindo para um maior compreensao da dinamica de sistemas multicorpos, do ponto
de vista numérico a aplicacao deste método é restrita. Isto se deve ao maior nimero
de operagoes matriciais necessarias limitando, na pratica, a aplicacao deste método a

sistemas peculiares.

3.4 Meétodo Baseado em Ortogonalizacao - Parte I

Observando-se a Eq. (3.25), vé-se que esta equacao indica que as colunas da matriz B
formam uma base para o espaco nulo do jacobiano das equacoes de restrigao. Dai surge a

possibilidade de termos infinitas escolhas para o conjunto de coordenadas independentes,

"Note que neste caso o jacobiano das equacdes de restricio necessario ao método de Newton-Raphson
nao conterd as derivadas em relagao as coordenadas independentes, garantindo que, caso exista solugao
desse problema, esta sera unica.



CAPITULO 3. METODOS NUMERICOS 83

visto que existem infinitas bases para o espaco nulo. Nesta secao vamos escolher uma base
ortogonal de acordo com um produto interno definido. Toda a formulacao matematica
deste método pode ser encontrada em (BLAJER, 1995). Em resumo, este método ortogo-
naliza as colunas, utilizando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schimidt, da matriz

B, de acordo com o seguinte produto interno

(u,v) = u’ Myv, (3.31)

€ a norma

Jull = v/Tu,w), (3.32)

naturalmente associada a este produto®. Sendo B a matriz ortogonalizada, temos que

(B,)"MB’ =1. (3.33)

*
P

Visando utilizar o resultado obtido acima na Eq. (3.26)?, devemos relacionar a derivada
temporal segunda do vetor de coordenadas com um conjunto de coordenadas independen-

tes. Procedendo desta maneira podemos fazer a seguinte definicao

q=Bv, (3.34)

8 As propriedades bésicas necessarias para uma funcao ser considerada um produto interno é que esta
seja simétrica, bilinear, positiva-definida. E também possivel provar matematicamente que sempre existe
uma norma tal como dada na Eq. (3.32) associada a um produto interno. Para mais informacgoes a este
respeito o leitor deve procurar um livro de Andlise Matemaética.

9Note que a matriz B, apés o processo de ortogonalizagao continua tendo suas colunas como uma
base do espago nulo.
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onde v sao denominadas de velocidades tangentes'?. Derivando a Eq. (3.34) em relagio

ao tempo, podemos escrever

4=Bv+Bv. (3.35)

Multiplicando a Eq. (2.83) pela transposta da matriz B’ e utilizando a Eq. (3.35), po-
demos escrever a equagao de movimento em funcao das velocidades tangentes da seguinte

forma

v=(B)"(Qu.— Q) - (B)"M'Bv. (3.36)

Utilizando a Eq. (3.33), podemos escrever
* L) * M * * L 1 * M *
2(B))"MB. + (B))"MB, = 0= (B))"MB’ = —§(BP)TMBP. (3.37)

Inserindo o resultado obtido na Eq. (3.37) nas equagbes de movimento, Eq. (3.36),

obtemos

¢ = (B)(Q. Q)+ 5(B)'NM"Bv, (3.39)

que ¢ o principal resultado apresentado no artigo de Blajer. Note que, embora a equacao
de movimento j4 esteja resolvida no sentido de nao necessitarmos da solucao de um sistema
linear, este método apresenta, do ponto visto computacional, algumas desvantagens. Em

primeiro lugar, devemos gerar uma matriz cujas colunas formem uma base para o espaco

190bserve que o espaco nulo forma um hiperplano tangente & hiperficie ® = 0 no ponto em questao.
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nulo, sendo esta matriz, em geral, densa. Apds obtermos esta matriz, devemos ortogo-
nalizar suas colunas. Todo este processo nao compensa o fato de termos as equacoes de

movimento ja resolvidas, como na Eq. (3.38).



4 Método Proposto

No capitulo anterior foram apresentadas algumas maneiras de tornarmos mais eficiente
a solucao numérica das equagoes de movimento. Este capitulo é uma seqiiéncia natural
do anterior, onde sera apresentada uma melhoria no método de ortogonalizacao, intro-
duzido no final do capitulo anterior, bem como serd mostrada a solucao implementada
no programa computacional desenvolvido, apresentado de forma mais detalhada no sexto

capitulo.

4.1 Método Baseado em Ortogonalizacao - Parte 11

Os dois métodos apresentados neste capitulo possuem um desenvolvimento inicial se-

melhante, cujo ponto de partida é a Eq. (2.84), reescrita abaixo

M (®)" q Q.. — Q.
- . (4.1)

O procedimento adotado é semelhante ao descrito em (TASORA, 2000). Contudo,
no artigo citado, é utilizado uma decomposicao LDLT da matriz dos coeficientes. Em-
bora uma decomposicao semelhante tenha sido implementada no programa desenvolvido,

a principal importancia deste procedimento reside no fato deste permitir uma melhoria
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do método de ortogonalizacao apresentado anteriormente. KEste procedimento, resumi-
damente descrito abaixo, permitira transformarmos a matriz de massa M, apresentada
na Eq. (4.1), numa matriz constante e diagonal. Para tal, escreveremos as equagoes de
rotacao diretamente em funcao das aceleragoes angulares dos corpos, onde esses vetores
serao escritos no sistema coordenado dos corpos. Observando-se que para um dado corpo

rigido ¢ temos a ttil relacao

(GG +e(e) =T (4.2)

onde I é a matriz identidade de ordem 4, vamos definir, para todos os n corpos de um

dado sistema multicorpos, as matrizes T , U_e S_ da seguinte forma

3x3

(G)T

3x3

HGe)T

(G)TGY

3x3

(Gcn)T Gcn

cn cn

AT
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onde claramente temos que

U +8S, =1L (4.6)

Utilizando a Eq. (4.6), podemos escrever as equagoes de movimento dadas na Eq. (4.1)

da seguinte forma

M (®)" U,+5, 0 q Qp.. — Q.
_ (4.7)

& 0 o I || Q,
MU, (<I>q)T q Q. — Q. —MS_q

= = (4.8)
e U, 0 A Q,—?.S.q
MUq (Qq)T q QExt - Qv

= = (4.9)
e U, 0 A Q,— @,

Na Eq. (4.9) foi realizada a definicao v, = S_q, onde «_ pode ser escrito da forma
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Vo = : , (4.10)

e, ainda na Eq. (4.9) foi utilizada a seguinte simplificagao

M~, =0, (4.11)

q

j4 que este produto matricial envolve termos do tipo G¢e,! para os n corpos do sistema
multicorpos. Notando na Eq. (4.9) que a matriz U_ multiplica o vetor ¢ e que a aceleragao
angular de um dado corpo rigido ¢ pode ser escrita em funcao da derivada temporal

segunda dos parametros de Euler desse mesmo corpo da forma

ad = GU& (4.12)

ci i)

podemos escrever o termo U_q, da seguinte maneira

Uq=T.q,, (4.13)

onde

Note que a multiplicacio GSe, é igual ao vetor zero (NIKRAVESH, 1988).

cii
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[ + C1*/0 ]
R
ot
4, = (4.14)
pr"
aCn

A equagado de movimento apresentada na Eq. (4.9) pode entao ser escrita em fungao

do vetor g, da seguinte forma

MTq (éq)T (.:.la QEXt - Qv

e T 0 A Q,— .7,

Multiplicando-se a Eq. (4.15), mostrada acima, pela matriz

(T,)"
1
obtemos
(T)"™™T, (T)"(®)" o || (T)(Qu— Q)
(I)qTq 0 A Qd - (I)qﬁyq

Utilizando a seguinte relacao

Gi(G)' =1,

—~

4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

onde, neste caso, a matriz I é de ordem 3, temos que o termo (Tq)Tl\/ITq, apresentado
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na Eq. (4.17), é igual a

my1

L

onde m; é a massa e I’ é o tensor de inércia do corpo ¢, podendo ser representado por
uma matriz diagonal?. O produto ® T serd escrito como ¢, . Cabe observar que neste
produto, as equacoes de restricao devido aos parametros de Euler serao iguais a zerod.
Isto ocorre devido a projecao das derivadas temporais segunda dos parametros de Euler
dos corpos nos componentes do vetor aceleragao angular desses corpos. Assim sendo,

podemos eliminar diretamente essas equagoes de restricao na formacao do jacobiano.

Logo as equagoes de movimento podem ser escritas da seguinte forma

M (o))" o Q
— , (4.20)
®, O A Q,
onde
Q - (Tq)T(QExt - Qv)v (421)
e

2Note que é sempre possivel escrever o tensor de inércia como uma matriz diagonal escolhendo as
direcoes principais de inércia.
30 vetor Q, — ® v, simplificard de acordo, dando origem a equagoes identicamente nulas.
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Q=Q,— 2. (4.22)

Note que a simplificagao nas equagoes de movimento, obtida acima, se deve ao fato

de termos escrito as equacoes de movimento referentes a rotagao dos corpos num sistema
coordenado fixo nesses corpos, tornando a matriz de inércia constante. As equacoes de

translacao continuam sendo escritas num sistema coordenado fixo no referencial inercial?.

A semelhanga com o procedimento descrito em (TASORA, 2000), termina neste ponto.
No artigo citado, é utilizada uma decomposicao diretamente na matriz dos coeficientes,

mostrada acima na Eq. (4.20)°. Multiplicando a Eq. (4.20) pela matriz

(M) 0
, (4.23)
@, (M)™" I
obtemos
I (M) (e,)" tq (M)~'Q
= . (4.24)
0 @ (M)~ (e)" [ | A ¢, (M)™'Q - Q,
A Eq. (4.24) é a base para o método de ortogonalizagao. Observando o termo
@, (M) (¢,)", (4.25)

4Nao devemos confundir sistema coordenado com referencial. As equacdes de movimento claramente
sao escritas em relacao a um referencial considerado inercial. Contudo, podemos representar essas
equagoes em relagcao a um sistema coordenado arbitrario.

5Como dito no inicio deste capitulo, uma decomposicio semelhante foi implementada no programa
desenvolvido. Esta implementagao sera apresentada no proximo capitulo, tratando da solugao numeérica
das equagoes de movimento.
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vemos que este guarda uma semelhanca com o termo (B])"MB’, encontrado no método
apresentado no capitulo anterior e desenvolvido por (BLAJER, 1995). Contudo, naquele
caso, ortogonalizamos as colunas da matriz B e neste caso ortogonalizaremos as linhas da

matriz ¢, (note a ordem das transpostas nas respectivas equagoes), utilizando o seguinte

produto interno

(u,v) =u’ (M) v, (4.26)

e a seguinte norma associada a este produto

[ull = V/{(u, w). (4.27)

Denotando a matriz ¢, como sendo a versao ortogonalizada da matriz ¢, temos que

e (M) ()" =1 (4.28)

As vantagens de utilizarmos o método proposto de ortogonalizacao estd na eliminagao
da necessidade de gerarmos uma base do espaco nulo para entao ortogonaliza-la. Observe
que, embora existam outras maneiras de gerarmos uma base deste espaco, além daquela
apresentada na Eq. (3.24), onde foi utilizada a partigdo de coordenadas, todas incorrem
num elevado custo computacional. Outra vantagem do método proposto neste capitulo
reside no fato de, realizada a ortogonalizacao, as equagoes ja estao resolvidas diretamente
para as coordenadas. Contudo, a principal vantagem esta no fato do método proposto
no texto ocasionar um numero muito inferior de preenchimentos, permitindo o uso de

métodos para matrizes esparsas, proporcionando um consideravel aumento de eficiéncia.
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De fato, verifica-se que a matriz B_ é geralmente densa (SHABANA, 2001).

4.2 Meétodo Implementado

Embora os métodos de ortogonalizagao sejam atraentes, contribuindo para um apro-
fundamento do héabito de interpretar geometricamente os espagos onde, localmente, po-
demos analisar o comportamento dos sistemas multicorpos, esses métodos nao sao tao
eficientes do ponto de vista computacional, estando restritos a aplicagoes especificas. Vi-
sando implementar um método genérico de solucao das equagoes de movimento que apre-
sente uma boa eficiéncia para uma ampla classe de sistemas multicorpos é preferivel, do
ponto de vista numérico, resolvermos o sistema dado na Eq. (4.20). Note que um procedi-
mento alternativo a solucao direta das equacoes anteriormente citadas, seria resolvermos

o seguinte sistema linear

[, (M) (@) A = ¢, (M)7'Q - Q. (4.29)

onde obtemos o vetor dos multiplicadores de Lagrange, A, e substituimos diretamente

este vetor na equacao mostrada abaixo para obtermos as aceleracoes

Ao = (M)7H(Q — (¢,)"N). (4.30)

Uma caracteristica importantissima da matriz dos coeficientes da Eq. (4.29) é o fato
desta matriz ser positiva definida, viabilizando implementacoes especificas para métodos

de solucao direta®, visando aumento da eficiéncia computacional. Contudo, esse procedi-
s ) )

6No préximo capitulo mostraremos porque métodos iterativos para solucao do sistema linear mostrado
na Eq. (4.29) nao sao recomendados.
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mento alternativo também nao é concorrente da solucao direta da Eq. (4.20). Isto se deve
ao fato de, neste procedimento alternativo, termos que acessar os elementos da matriz es-
parsa (jacobiano) por linhas e colunas. Isto forgou a utilizacdo de uma estrutura de dados
para a matriz esparsa baseada em enderecamento indireto, o que nao é muito eficiente
para computadores escalares (DUFF; ERISMAN; REID, 1989). Além disso, no procedi-
mento alternativo também temos que realizar um maior niimero de operagoes matriciais,
bem como a estrutura final do sistema a ser resolvido nao facilita a implementacao de
métodos implicitos de solucao de equacgoes diferenciais ordindrias, dificultando ainda a
implementacao de métodos tolerantes a equagoes redundantes, ja que a presenca dessas
equagdes faz com que a matriz ¢ (M) (¢, )7 deixe de ser positiva definida. Embora
este procedimento tenha sido inicialmente implementado no programa desenvolvido, este
apresentou uma performance bem inferior a solucao direta da Eq. (4.20) (no minimo 50%
mais lento). Esta solugao direta é baseada, a semelhanca da decomposicao utilizada em
(TASORA, 2000), numa decomposi¢io LDLT da matriz dos coeficientes. Contudo, no
nosso caso apresentaremos a implementacao do procedimento de solugao, ao passo que no
artigo citado sao apresentados somente fragmentos em C++ de cédigos nao otimizados,
como ressaltado pelo autor do artigo, para fatoracao LDLT das equacdes de movimento.
No préximo capitulo, tratando especificamente da solugao numérica das equacoes de mo-
vimento, abordaremos a questao da estrutura de dados para matrizes esparsas de forma
mais aprofundada, bem como discutiremos a solucao numérica das equacoes diferenciais

de movimento, tema principal daquele capitulo.

Por fim, devemos notar algumas implicagoes em utilizarmos as aceleragoes angulares
para escrevermos as equacoes de movimento. A primeira delas é que devemos relacionar

o vetor q com o vetor §,. Fazendo uso da Eq. (4.2) e da relacio e’& = —é”¢é, podemos
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obter para cada corpo ¢ do sistema multicorpos o vetor €; em funcao do vetor o da

seguinte forma

1 A
8 = Z(Gg;)Tozg; + (&7'é;)e;. (4.31)

A Eq. (4.31) permite escrevermos o vetor q em funcao do vetor q,,.

Outra implicacao importante se refere ao método de estabilizacao de vinculo baseado
na projecao, apresentado no capitulo anterior. Embora a matriz dos coeficientes seja
funcao das coordenadas e do tempo, esta varia muito pouco apés um passo do integrador
numérico, permitindo a utilizacdo de uma tinica decomposicao LDLT para obtermos as
aceleracoes e realizarmos a projecao, se necessaria. Entretanto, os vetores A, e Aj,
presentes nas Eqgs. (3.19,3.20), respectivamente, devem ser adaptados de acordo com o
método apresentado neste capitulo, de forma a possibilitar que a fatoracao realizada para

as equacoes de movimento seja aplicavel a projecao.

Aplicando as Egs. (3.19,3.20) o procedimento apresentado neste capitulo, Eqgs. (4.1-

4.20), obtemos

= : (4.32)

para posicao e
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M ((Pq)T Ao'ca 0
= , (4.33)
¢, O I ~® -3 S A;
para velocidade, onde
UA, =T A, (4.34)
e
UA; =T Aja (4.35)

A principal questao sobre a adaptacao do método de projecao ao procedimento pro-
posto por Tasora reside no fato de como obter os vetores A, e A; em fungao dos vetores
Ao € Aja, Tespectivamente, como também na forma para simplificar os termos S A,

S,Aia- Observando-se que

A, = , (4.36)

vamos considerar que as correcoes Ae,, para cada um dos corpos ¢ do sistema em questao,
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deve satisfazer a condicao de mdédulo unitario, isto é

(e,+ Ae)” (e, + Ae) = 1

i

(ei)TAe _ 1— (ei>T(ei>

: 4.
1 %), (437)

onde o termo (Ae,)T(Ae,) foi desconsiderado face aos demais. Analogamente, para

projecao das velocidades, notando que

Apcn/cn*

Aé,

vamos considerar que as correcoes Ae€,, para cada um dos corpos ¢ do sistema em questao,

deve satisfazer a condicao de moédulo constante do vetor, ou seja

(e)fAé = —(e)"(é&). (4.39)

As Eqgs. (4.37,4.39) permitem a obtencao direta dos termos ® S A,, ® S _A; (ver
Egs. (4.32,4.33)). Em relagao a obtencao dos vetores de corregao em func¢ao dos vetores

projetados, temos que para cada corpo ¢ do sistema,
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Apci/ci* — Apg/m* (440)
1 : 1—(e)”

Ae = —(G9)TAe,, (e) (), (4.41)

1 4 C1 2 1

para correcao da posicao e
AP = Apd/” (4.42)
1 .

A& = (G A&+ (o) (é)e, (4.43)

para correcao da velocidade, onde os termos nos quais aparecem o subscrito a pertencem

aos vetores A o ou Ajq.



5 Solucao Numérica

Neste capitulo discutiremos a solugao numérica das equagoes de movimento. FEsta
discussao abordara nao somente o importante tema da integracao numérica das equagoes
diferenciais de movimento; trataremos, também, da solugao numérica de sistemas lineares
esparsos. Inicialmente, discutiremos as formas para se armazenar uma matriz esparsa
apresentando, em seguida, a questao da solugao de sistemas lineares esparsos. Por fim,
trataremos da solucao numérica de equacgoes diferenciais ordinéarias, onde sera discutido
o método preditor-corretor implementado no programa desenvolvido. No Anexo A é
apresentada a questao da solugao numérica das equagoes de movimento de um ponto de

vista mais aplicado, voltado a implementagao computacional propriamente dita.

5.1 Matrizes Esparsas - Parte I

Sistemas lineares esparsos surgem com freqiiéncia em problemas de engenharia, como
na discretizacao de equacoes diferenciais parciais, onde essas matrizes geralmente apre-
sentam um padrao bem definido. No caso da simulacao computacional de sistemas multi-
corpos, a primeira matriz esparsa a qual temos contato é com o jacobiano das equagoes de
restricao. Nesta se¢ao, abordaremos o problema da representacao dessas matrizes espar-

sas, bem como discutiremos operacoes basicas com essas matrizes. Essas fungoes basicas
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dao suporte a algoritmos mais sofisticados, como os de ortogonalizacao e de solucao de

sistemas lineares.

Uma das principais questoes relativas as matrizes esparsas é a forma de sua repre-
sentacao computacional. Uma das técnicas comumente empregadas é a representagao
através de listas encadeadas (DUFF; ERISMAN; REID, 1989), permitindo a economia de
memoria. Isto possibilita a solucao de sistemas com milhares ou até mesmo milhoes de
equacgoes. Por isso, as estruturas de dados para matrizes esparsas priorizam fundamental-
mente a economia de memoria, explorando o padrao de preenchimento dessas matrizes.
Entretanto, no caso da dinamica de sistemas multicorpos rigidos, o uso de métodos espar-
sos se faz necessédrio quase que exclusivamente por questoes de eficiéncial. Por exemplo,
um sistema multicorpos constituido por um péndulo com cem corpos conectados por jun-
tas de revolucao possui um jacobiano de dimensao 500 x 700, ocupando na representagao
densa em ponto flutuante com precisao dupla, 2.8MB. Para efeito de comparacao, o
programa utilizado pelo autor para visualizacao de arquivos com extensao .pdf ocupa, so-
mente para inicializar, cerca de 30MB. Do exposto, uma alternativa seria gerar a matriz
completa e matrizes de indices, indicando os elementos nao nulos na matriz completa.
Contudo, este método apresenta a desvantagem de utilizar enderecamento indireto o que
pode ser um problema, visto que esses métodos podem ser menos eficientes quando execu-
tados em méquinas escalares (DUFF; ERISMAN; REID, 1989). Para contornar esse possivel
problema, devemos utilizar uma armazenagem em vetores compactos, guardando somente
os elementos nao-nulos. No programa desenvolvido os dois métodos foram implementa-
dos e forneceram resultados semelhantes em termos de eficiéncia somente para sistemas

simples com reduzido nimero de corpos. Note que a estrutura de dados escolhida influ-

1Cabe ressaltar também que, no caso da dindmica de multicorpos, o jacobiano das equacdes de restricao
ndo possui um padrao pré-determinado.
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encia diretamente a performance de certas operagoes. De fato escolhe-se uma estrutura
de dados visando as operagoes necessarias a serem implementadas. Por exemplo, a forma
completa foi implementada no método de solugao apresentado no capitulo anterior para
solugao da Eq. (4.29), sendo a forma compacta utilizada na decomposic¢ao direta da ma-
triz. dos coeficientes, Eq. (4.20). O uso da forma completa permite um maior nimero de
operagoes, como a multiplicagdo da matriz por vetor (busca nas linhas) e multiplicagao
da transposta da matriz por vetor (busca nas colunas), sem perda de eficiéncia, o que
nao ocorre com a forma compacta. Contudo, os algoritmos implementados para a forma
compacta sao mais sofisticados do que aqueles implementados na forma completa, visto
que, na forma compacta, os algoritmos implementados tiram todo o proveito da estrutura
da matriz dos coeficientes. Cabe notar que, embora o jacobiano das equagoes de restrigao
nao apresente uma forma bem definida, inviabilizando implementacgoes especificas para
o algoritmo de ortogonalizagdo, o mesmo nao ocorre com a matriz da Eq. (4.20). Esta
caracteristica contribui para a grande eficiéncia obtida com o método implementado a

partir da forma compacta.

5.2 Matrizes Esparsas - Parte 11

Nesta secao trataremos da solucao de sistemas lineares esparsos. Neste contexto, o
capitulo anterior introduziu duas formas para resolvermos o sistema linear fornecendo
as aceleracoes e os multiplicadores de Lagrange. No primeiro deles, foi utilizado um
método de ortogonalizacio, onde se obteve uma decomposicao QR? da matriz. Embora

este método forneca bons resultados, infelizmente, em termos de eficiéncia, este nao se

20bserve que a matriz Q ndo é gerada. Seu efeito é obtido alterando-se o vetor do lado direito. No
caso do método apresentado, este vetor é dado pela Eq. (4.22).
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compara com o método direto, também apresentado no capitulo anterior em duas versoes
(ver Eqs. (4.29,4.20). A principal razao desta ineficiéncia estd no fato do nimero de
preenchimentos ser superior no caso da ortogonalizacao. Este preenchimento é maior visto
que, durante todo o processo de ortogonalizagao, operamos com todos os componentes
dos vetores ao passo que, no método direto, emprega-se o algoritmo de Gauss onde,
a cada iteragao, opera-se com os vetores de uma sub-matriz de menor dimensao. Nas
simulagoes efetuadas, o tempo necessario a solugao das equagoes de movimento fazendo
uso do método de ortogonalizacao é, no minimo, 20% superior ao tempo obtido com o

emprego da solucao direta.

Outra técnica largamente utilizada na solugao de sistemas lineares esparsos sao os
métodos iterativos (SAAD, 2000). Poderfamos utilizar, por exemplo, o método SOR? no
sistema da Eq. (4.29), jd que a matriz dos coeficientes desta equagao é simétrica e positiva
definida, assegurando a convergéncia do método?. Contudo, o emprego desses métodos
nao é recomenddvel em substitui¢ao ao método direto utilizado na solugao da Eq. (4.29),
pois a matriz dos coeficientes desta equacao possui um elevado niimero de condicao®,

retardando a convergéncia desses métodos iterativos.

O método direto empregado no programa desenvolvido para a solucao do sistema li-
near mostrado na Eq. (4.29) é uma especializagdo do tradicional método direto de Gauss,
adaptado ao caso de matrizes simétricas, positiva-definidas, denominado Método de Grau

Minimo (DUFF; ERISMAN; REID, 1989). Neste método os pivos sao escolhidos na diago-

3Sigla para Successive Over Relazation.

YEm (SAAD, 2000) h4 o teorema (sem prova) da convergéncia do método SOR no caso de matrizes
simétricas, positiva-definidas (Teorema 4.6).

5Note que o ntimero de condicdo da matriz da respectiva equacdo é aumentado devido ao fato da
matriz dos coeficientes ser obtida em fungao de outras matrizes. Esta é a razao de, no caso geral, ndo
multiplicarmos o sistema linear Az = b pela transposta da matriz A, obtendo uma matriz de coeficientes
simétrica.
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nal®, visando preservar a simetria, onde o pivo escolhido é aquele que se situa na linha
com o menor nimero de entradas. Com este critério é possivel escolher uma ordenagao
inicial para a matriz dos coeficientes, visando a minimizacao dos preenchimentos. Dessa
forma, nao é necessaria a troca de linhas durante as eliminacoes a cada passo do integra-
dor, tornando o método mais eficiente. Outra caracteristica importante do método direto
implementado é o fato deste ser tolerante a equacoes redundantes. Esta caracteristica do
método foi implementada eliminando-se as equacoes de restricao redundantes, sendo esta
redundancia detectada através de um método de ortogonalizacao. Esta caracteristica é
muito importante, visto que essas equacoes redundantes ocorrem com certa freqiiéncia.
Utilizar um método de ortogonalizacao na detecgao de equagoes redundantes é uma vanta-
gem, visto que este método é o mais robusto na detecgao dessas restrigoes (JALSN; BAYO,
1988). No capitulo anterior, foi dito que a decomposicao LDLT da matriz dos coeficientes
da Eq. (4.20) havia sido implementada. Embora esta decomposi¢ao seja obtida com o
método direto de Gauss, a fatoracao ¢ realizada de forma diferente, onde é empregada a
fatoragao de Doolittle (DUFF; ERISMAN; REID, 1989), que melhor se adequa a estrutura de
dados implementada. Neste caso, a ordenacao 6tima das linhas é obtida considerando-se
que, sendo n o numero de corpos, apds 6n passos na fatoracao, a matriz dos coeficientes

sera da forma

(5.1)

Note que os termos da matriz (¢ )(M) ™" (¢,)T e as inser¢oes devido ao processo de fa-

toragao constituem os preenchimentos da matriz original. Como a matriz (¢, )(M) (¢, )"

60 fato da matriz ser simétrica e positiva definida garante que os pivos da diagonal produzem uma
fatoragao estavel.
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é a que aparece na Eq. (4.29), o mesmo algoritmo para ordenagao das linhas utilizado
naquele caso pode ser utilizado também neste. Contudo, como nao geramos a matriz
(¢,)(M)~!(¢,)" diretamente, ja que os elementos inseridos sao aqueles provenientes da
fatoragao, este método torna-se mais eficiente. Logo, antes de dar inicio a integragao
numérica das equagoes de movimento, onde a Eq. (4.20) deverd ser resolvida sucessi-
vas vezes, ¢é realizada uma extensa analise na estrutura da matriz dos coeficientes dessa

equagao.

Por fim, cabe ressaltar também que, no caso do programa comercial Adams, o solver
linear tolerante a equacoes dependentes é o Harwell, cerca de 30% mais lento que o solver

linear padrao, o Calahan (RAMPALLI, 2000).

5.3 Equacoes Diferenciais - Solucao Numérica

A solucao numérica das equacoes diferencias ordinarias representando as equagoes de
movimento é, como nao podia deixar de ser, o tema principal deste capitulo. Embora
existam intmeras técnicas para integracao numérica dessas equagoes, somente alguns
poucos métodos sao largamente utilizados (SHAMPINE, 1994). Os métodos numéricos
classificam-se entre explicitos e implicitos. Os métodos explicitos, como o préprio nome
sugere, constituem férmulas explicitas, onde todos os termos envolvidos sao conhecidos,
podendo ser resolvidos diretamente, enquanto nos métodos implicitos surgem termos, em
geral nao lineares, dependendo diretamente da solucao. Assim, esta é obtida geralmente

por meio de métodos iterativos.

O método numérico empregado no programa desenvolvido é do tipo preditor-corretor,

onde ¢ utilizada uma férmula explicita, visando aproximar a solucao, sendo esta corrigida
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por um método implicito formando assim um par de férmulas. O par implementado
possui como preditor um método da familia de Adams-Bashforth e o corretor da familia
de Adams-Moulton. Supondo que tenhamos a equagao diferencial y’ = F e que tenhamos
também as derivadas em v pontos previamente calculados, a formula de Adams-Bashforth

de ordem v ¢ da forma (SHAMPINE, 1994)

Yiii =Y, + hj Z ﬁlliij+l—k7 (52)
k=1

onde

1 [t T — i1

B J+1l—-m

= — | | dx. 5.3
v,k h]/t; (t ) X ( )

m=1 m#k JHl=k thrlim

A férmula de Adams-Moulton de ordem v é da forma

v—1
Yinn =Y, + hj Z ﬁllj/,[k’FjJrl—k’ (5-4)
k=0

onde

1 [tth vl —tim
M F/ I1 ( ShLE ) dz. (5.5)
t

i Jt med msth titi—k — tjt1-m

Observando-se as Eqs. (5.3,5.5) constata-se o motivo desses métodos terem sido origi-
nalmente empregados procurando-se minimizar a mudanca do passo, visto que o computo
dessas integrais era muito dispendioso. Atualmente, o computo dessas integrais nao repre-
senta maiores problemas do ponto de vista de performance computacional. Entretanto,

deve-se ainda evitar o computo dessas integrais, visto que, conforme o passo torna-se
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pequeno, surgem problemas numéricos relacionados a erros de representacao em ponto
flutuante”. Quando se utiliza um passo fixo, os valores dos 3’s dos dois métodos tornam-
se constantes. Assim, a primeira solucao visando permitir mudancas do passo utilizando
essas constantes seria interpolar os valores ja obtidos para cada novo passo. O problema
deste método é termos que interpolar vetores relativamente grandes. A solugao encon-
trada, implementada no programa desenvolvido, baseia-se na interpolacao, permitindo o
uso de uma malha com espacamento variavel. Contudo, neste caso, eliminamos a ne-
cessidade de trabalharmos com os vetores diretamente. Supondo ainda que tenhamos v
pontos previamente calculados, para dar um passo h; que permita utilizar os 3’s constan-
tes, temos que obter valores para os F’s igualmente espacados de h; entre si. Admitindo
que tenhamos interpolado os F’s, obtendo F"’s monoespacados, poderiamos aplica-los
nas férmulas para os métodos de Adams fazendo uso dos (’s constantes. Como cada
um dos F”, anteriormente calculados, podem ser escritos em funcao dos F’s utilizando-se

*

interpolagao® da forma F;,

= Z;Zl a,F,,,, as formulas de Adams podem ser escritas
diretamente em funcao dos F’s, bastando obtermos os multiplicadores adequados, que de-
pendem do espacamento da malha, bem como dos (3’s, constantes. Note que as féormulas
escolhidas para o preditor e corretor sao de ordem 10 e 11, respectivamente. Para alterar

o passo, devemos estimar o erro. Supondo que yp € y¢ sejam os valores obtidos com o

preditor e o corretor respectivamente, temos que a estivativa do erro é da forma

est = MultTol\/||lyc — ypl, (5.6)

onde o escalar MultTol, depende da ordem dos métodos. A partir da estimativa do erro,

"Uma versdo inicial do método de solucdo implementava o computo dessas integrais a cada passo.
Todavia, constatou-se o surgimento destes problemas conforme diminuia-se o passo.
8No programa desenvolvido é utilizado o polinémio interpolador de Lagrange.
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podemos obter o novo passo a partir da formula mostrada abaixo

L
12

tol
=1 b, (5.7)

h:it1=0.9
g+ est

onde tol é a tolerancia especificada pelo usudrio e est é a estimativa do erro, mostrada na
Eq. (5.6). Note que, caso est > tol, isto é, o passo deve ser rejeitado, 0 novo passo a ser

tentado ¢, também, obtido com a Eq. (5.7).

No programa desenvolvido, o arquivo Solver Dindamico.f90 implementa as rotinas do
solver dinamico. KEste arquivo possui, aproximadamente, 5000 linhas de programacao.
A fungao principal do solver dindmico é denominada Solver_Dinamico_AdamsFEsp. Esta
funcao chama a rotina IntegradorMerson para preencher o array de Adams, que possui 0s
termos anteriormente calculados. Esta rotina utiliza a formula de Merson, constituindo
num dos métodos de Runge-Kutta (SHAMPINE, 1994). Como a férmula de Merson possui
ordem 4, é utilizada uma tolerancia mais restritiva neste método, visando preencher o
array de Adams com termos suficientes acurados, previnindo a reducao da ordem do

método preditor-corretor.

Por fim, vamos apresentar uma tabela comparativa de alguns dos programas comerci-
ais para anélise de sistemas multicorpos. A Tab. (5.1) compara alguns desses programas.
Na tabela apresentada, temos o nome do programa, seu pais de origem, sua formulacao,
sua descricao, podendo ser absoluta ou relativa e os campos modelo e solucao. O campo
modelo refere-se ao modelo matematico representando as equagoes de movimento. Neste
caso, EDA indica equagao diferencial algébrica e EDO equacao diferencial ordinaria. Em
todos os casos onde temos a situagdo EDO/EDA; significa que para sistemas de cadeias

abertas teremos as equacoes de movimento representadas por um conjunto de equagoes
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TABELA 5.1 — Comparacao de alguns programas comerciais
Nome Programa | Origem Formulacao | Descricao Modelo Solucao
ADAMS EUA Lagrange Absoluta EDA N
Autolev EUA Kane Relativa | EDO/EDA | N/S
Recurdyn Alemanha | Newton-Euler | Relativa | EDO/EDA N
Simpack Alemanha | Newton-Euler | Relativa | EDO/EDA N

diferenciais ordinarias, sendo os sistemas com cadeias fechadas representados matemati-

camente por um conjunto de equagoes diferenciais algébricas. O campo solucao indica

se o programa utiliza algoritmos numéricos ou simbdlicos na formulacao das equacgoes de

movimento. Na solugao numérica as equagoes de movimento sao formuladas a cada passo

durante o processo de solugcao. Em contrapartida, na solucao simbdlica, o programa ofe-

rece ao usuario a formulacao simbélica das equacoes de movimento, onde as equagoes de

movimento sao descritas, em geral, utilizando-se alguma linguagem de programacao.



6 Implementacao Computacional

Este capitulo destina-se a apresentar o programa desenvolvido. O intuito aqui nao é
listar o codigo computacional do programa, visto que este possui aproximadamente 37000
linhas de programacao, o que tomaria cerca de 350 péaginas em formato A4 na versao
impressa. Entretanto, apresentaremos fragmentos de cédigo computacional, importantes
a compreensao da questao da interface grafica, de forma a proporcionar uma visao mais
detalhada do programa desenvolvido, visto que a grande deferenca de programas base-
ados em eventos daqueles nao possuidores de inteface grafica é mais conceitual do que

especificamente técnica.

6.1 Programa Computacional - Parte 1

Nesta secao introduziremos os conceitos existentes por tras da implementacao propri-
amente dita. Basicamente, um sistema multicorpos constitui-se num conjunto de corpos,
juntas, sensores e atuadores. O programa desenvolvido permite a criagao de corpos rigidos
no formato de cones, esferas, paralelepipedos e, por fim, cilindros. Estes corpos por sua

vez podem estar conectados por juntas revolutas, cilindricas, esféricas ou prismaticas.

O desenvolvimento de um programa de computador é muito semelhante ao projeto em

engenharia. Primeiro, é necessario saber qual é o objetivo a ser alcancado com o projeto
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ou, na linguagem de programacao, quais sao os requisitos do sistema, sintetizando o que
este devera ser capaz de fazer. Com os requisitos determinados, procura-se desenvolver
sistemas que atendam a esses requisitos. Neste ponto, esses sistemas sao representados
nao pelo cédigo computacional, mas geralmente de uma forma gréfica, utilizando-se, por

exemplo, dos diagramas da UML!.

A linguagem UML, a semelhanca das plantas de um prédio na construcao civil, per-
mite que se tenha um bom conhecimento do sistema sem que este seja implementado.
Nesta analogia, os varios diagramas fornecidos pela UML podem ser comparados as plan-
tas das partes hidraulica, elétrica, estrutural, dos dutos de refrigeracao de um edificio,
etc.... No caso da descricao de um sistema computacional, esses diagramas podem forne-
cer tanto uma visao estatica quanto dinamica do sistema a ser implementado. Embora
cada um desses diagramas fornega uma visao alternativa do sistema, baseada numa abor-
dagem especifica deste, esses diagramas em conjunto possibilitam que se tenha uma visao
integrada do sistema, contribuindo com o dificil aspecto de ter de se gerenciar a com-
plexidade de um sistema de grande porte, facilitando a implementagao desses sistemas.
Um ponto comum na maioria desses diagramas ¢ a presenca de objetos. Esses objetos
provém do conceito de orientac¢ao & objetos (COAD; YOURDON, 1990), (COAD; YOURDON,
1992) e (COAD; YOURDON, 1993). Para se compreender a necessidade (e utilidade) da
orientacao a objetos, deve-se observar que, ao tentarmos implementar um sistema numa
linguagem do programacao, devemos fazer uso das possiveis defini¢oes de variaveis e das
possiveis fungoes aplicaveis a essas variaveis visando mapearmos o dominio onde o sistema
a ser desenvolvido esta com aquele fornecido pela linguagem em uso. Assim, no caso do

Fortran 77, uma linguagem arcaica porém ainda em uso hoje em dia, gracas a enorme

1Unified Modelling Language. Mais informagoes podem ser encontradas em (BOOCH JAMES RUM-
BAUGH, 1998)
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quantidade de coédigo disponivel nesta linguagem, deveriamos descrever um simulador da
dinamica de multicorpos utilizando-se ntimeros inteiros, em ponto flutuante, caracteres e
arrays dessas variaveis. Note que juntas, corpos, atuadores, etc, deveriam ser mapeados
(descritos) utilizando-se essas variaveis diretamente, o que é um grande incoveniente. De
fato, o grande transtorno na abordagem de programagao tradicional, antes da orientacao
a objetos, estd no fato do mapeamento do mundo real, onde os sistemas geralmente re-
sidem, com aquele fornecido por tipos basicos de varidveis ser muito artificial. Com o
uso de orientacao a objetos podemos definir tipos de variaveis que sejam representagoes
diretas dos entes encontrados no mundo real. Assim, podemos definir, por exemplo, a
classe corpo, sendo cada objeto (varidvel) desta classe um corpo propriamente dito. Claro
estd que os membros desses objetos serao varidveis basicas ou outros objetos. Embora,
em ultima instancia, do ponto de vista de tipos de varidaveis, os objetos serao definidos
utilizando-se os tipos basicos disponiveis na linguagem, a orientacao a objetos permite
que esses dados sejam abstraidos do usudrio?. De fato, numa implementacao correta da
orientagao a objetos o usuério que utiliza um dado objeto ndo modifica os dados (estado)

de um dado objeto diretamente.

A forma de interacao entre o usuario e um dado objeto é definida pela interface, cons-
tituida por um conjunto de fungoes bem definidas. Assim, por exemplo, numa varidvel
(objeto) do tipo corpo, é melhor para o usudrio especificar a massa através de uma dada
funcao do que definir um valor de uma variavel. Para ser mais especifico, caso o usuario te-
nha alocado memoéria para uma variavel do tipo corpo, denominada de varCorpo, o usuario
especificaria a massa por uma funcao, da forma varCorpo.especificarMassa(massa), onde

massa seria um valor em ponto flutuante. Para obter o valor da massa de um dado corpo

2Aqui o termo usudrio refere-se ao usudrio de uma dada classe. Este usudrio é um programador que
pode estar utilizando uma classe definida por ele ou por outra pessoa qualquer.
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o usudrio utilizaria a fun¢do obterMassa da forma massa=varCorpo.obterMassa(). Neste
caso, massa sera utilizada para armazenar o valor, em ponto flutuante, da massa do corpo.
Note que a abordagem de objetos torna a forma de armazenagem dos dados (e a maneira
como esses dados sdo processados) irrelevante ao usuério, o que é a grande vantagem da
orientacao a objetos, visto que o desenvolvedor das classes pode modificar a forma como
esses dados sao armazenados e processados sem influenciar as outras partes do sistema.
Em suma, um objeto encapsula os dados, caracterizando seu estado e procedimentos,
caracterizando seu comportamento, sendo que alguns desses procedimentos determinam

sua interface.

O programa desenvolvido foi projetado dentro dos preceitos de orientacao a objetos,
onde sao utilizadas classes modelando diretamente certos objetos do dominio da dinamica

de multicorpos. A Fig (6.1) mostra esquematicamente o programa desenvolvido.

FMA FUNCOES_ GRAFICAS ‘

o6 Eefora OGL Corpo FMAiDIAL.‘OGipROCEDURES

L = MainWndProc -
OGL_Cone (Interface Grafica)
OGL_Caixa

OGL_Cilindro

FMA Corpo
’—b{ FMA_GLOBAL_VARIABLES ‘
‘ FMA MOD DADOS }
OGL_Keypoint ' LAAA.{Aggfiitiiggjggggggi

Junta Revolugédo

Equagdes Junta Esférica
de Junta Prismatica
Restrigdo Basicas Junta Cilindrica

FIGURA 6.1 — Estrutura do programa desenvolvido.

Na Fig. (6.1) podemos identificar cinco classes que tem o nome com o prefixo OGL_.

Este prefixo indica que essas classes implementam a parte grafica do programa, sendo as
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letras do prefixo indicativas do nome da biblioteca utilizada para contrugao das imagens,
denominada de OpenGL3. Essas classes fornecem toda funcionalidade necessaria & visua-
lizagdo dos corpos e pontos. As classes OGL_Esfera, OGL_Cone, OGL_Caixa e OGL_Ci-
lindro sao utilizadas na classe OGL_Corpo, que define a parte grafica para os corpos. As
equacoes basicas de restricao fornecem a funcionalidade requerida para implementagao das
juntas mecanicas. Aqui é importante fazer uma diferenciacdo na composicao de classes e
objetos. Note que a equacgao de restricao de uma junta possui equagoes bésicas de res-
trigdo (composicao de objetos), ao passo que uma junta de revolugao é um tipo de junta
(composicao de classe). Essas relagdes de posse e especializacdo sdo cruciais na repre-
sentagao da complexidade dos sistemas reais (ECKEL, 2000), (ECKEL, 1999). Objetivando
permitir a insercao e retirada dos elementos do programa pelo usuario é necessario adotar
algum tipo dinamico de estrutura de dados. O mais simples desses tipos, sendo aquele
adotado no programa, é a lista encadeada. Desta maneira, sao definidas algumas dessas
listas no programa, estando essas listas incumbidas de representar os corpos e as juntas.
Essas definicoes estao em FMA_MOD _DADOS, responsavel pela definicao da estrutura de
dados utilizada pelo programa. Essas estruturas de dados sao utilizadas pelo solver e por
FMA _Global_Variables, definindo as variaveis globais para interface grafica. Como o sol-
ver é chamado pelo usuéario, temos que FMA Dialog_Procedures, caracterizando as rotinas
para as caixas de didlogo e MainWndProc, representando a principal funcao de interface
grafica do programa, devem estar conectadas ao solver. Por fim, FMA _Funcoes_Graficas

implementa as rotinas graficas para todo o sistema.

Esta versao do programa simula corpos sujeitos a atracao gravitacional, permitindo

ainda a insercao de outras forcas, através de sistemas massa-mola-amortecedor-atuador

30penGL provém de Open Graphics Library. O site oficial desta biblioteca é www.opengl.org.
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lineares e angulares. As forcas para os atuadores desses conjuntos podem ser descritas
por meio de arquivos de fun¢oes Matlab. Também nao hé limitacao quanto ao nimero de
corpos. De fato, no préximo capitulo, destinado ao estudo de casos, sera apresentado um
sistema multicorpos possuindo uma cadeia fechada com um total de 30 corpos. Embora a
insercao de forcas constantes seja simples de ser implementada, a verdadeira importancia
na insercao de forcas estd relacionada com a questao do controle dos sistemas multicorpos,
onde essas forgas tornam-se fungoes, geralmente complexas, da posicao e velocidade, es-
tando normalmente modeladas em programas especificos, destinados para este fim. Esta
implementacao esta condicionada nao s6 a representacao computacional das forcas. E ne-
cessario desenvolver também todo um mecanismo de comunica¢gao com algum programa
de controle, como o Matlab por exemplo. O programa desenvolvido implementa uma
mecanismo de comunicacao com o Matlab, permitindo a modelagem adequada das forcas
relacionadas ao controle dos sistemas multicorpos. A Fig. (6.2) ilustra o programa em

funcionamento, onde é mostrado um mecanismo de quatro barras.

Como dito anteriormente, as animacoes mostradas pelo programa sao construidas
utilizando-se a biblioteca grafica OpenGL. Esta biblioteca possui fungoes basicas, desti-
nadas ao desenho de entidades graficas primitivas. Estas sao o ponto, reta e poligono,
sendo a curvatura dos objetos mais gerais obtida através de iniimeros poligonos. Na imple-
mentagao OpenGL para Windows, ambiente onde o programa opera, nao ha fungoes para
desenhar objetos mais gerais, como esferas por exemplo. Estes devem ser implementados
pelo préprio programador. A biblioteca grafica OpenGL também possui um mecanismo
sofisticado de selecao, permitindo ao programador implementar rotinas viabilizando ao

usuario selecionar os objetos diretamente com o mouse. Embora esta biblioteca tenha
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[% Programa desevolvido por Glauco Oaklonde de Campos Pacheco BEX]

Fie Edt Properties Sohtion Buid Model Help

D@ [x ¢/slol slelessese o Al 5

FIGURA 6.2 — Imagem ilustrando o programa em funcionamento.

sido escrita na linguagem de programacao C, bem como a API* do sistema operacional
Windows, o compilador adotado, o Compaq Visual Fortran, possui blocos de interface
para todas essas fungoes. Logo, torna-se possivel utilizar essas fungoes na linguagem
Fortran, com o minimo de altera¢bes. Em (PETZOLD, 1998) existe uma das mais com-
pletas exposicoes da API do sistema operacional Windows. Sobre a biblioteca OpenGL,
tem-se em (BOARD, 2003), uma apresentagdo bem detalhada, elaborada pelos préprios
desenvolvedores desta biblioteca. Contudo, esta apresenta¢ao nao prima por nenhum am-

biente computacional em particular. Na verdade esses desenvolvedores implementaram

40 termo API significa Application Programming Interface, constituindo funcdes visando utilizar as
funcionalidades do sistema operacional.



CAPITULO 6. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL 117

uma biblioteca OpenGL especifica, independente de funcoes de qualquer sistema opera-
cional, possuindo fungoes basicas para criacao de janelas. Caso o programador deseje
utilizar essas rotinas graficas juntamente com as fung¢oes de um dado sistema operacional,
é necessario saber implementar essas rotinas para esse sistema especifico. Felizmente,
no caso do Windows, o programador encontra em (LAWRENCE, 2002) uma boa fonte de

informacoes.

Como vimos anteriormente, listas encadeadas representando certos objetos do sistema
multicorpos foram definidas, onde cada objeto esta definido em sua respectiva classe. Es-
sas classes possuem basicamente dois tipos de rotinas. Existem aquelas relacionadas a
simulagao, como fungoes para obter o jacobiano, etc e outro tipo de fungoes, relacionadas a
interface grafica. Embora cada uma dessas classes implemente funcionalidades especificas,
elas devem realizar, de um ponto de vista mais abstrato, muitas atividades semelhantes,
como desenhar o respectivo objeto na tela. Devido ao tamanho do programa desenvolvido,
torna-se necessaria a utilizacao de técnicas de programacao que facilitem sua elaboracao.
Como ressaltado em (KUNZ, April, 1997), a orientagao a objetos é uma técnica de andlise,
projeto e programacao que encaixa-se perfeitamente na analise de sistemas multicorpos.
Embora a orientacao a objetos esteja amplamente difundida, é raro encontrarmos pro-
gramas em Fortran 90 implementando essas técnicas. Infelizmente, existe uma visao
pejorativa de antiguidade em relagao ao Fortran. Isto se deve em grande parte a enorme
popularidade do Fortran 77. Este sim pode ser considerado como incapaz de implementar
sem maiores transtornos técnicas de orientacao a objetos. No caso do Fortran 90 ocorre
o contrario. Esta versao do Fortran permite a implementacao de inimeras técnicas de
orientagao a objetos. Em (AKIN, 2003) o leitor pode encontrar a implementagao de vérias

dessas técnicas. Implementar orientacao a objetos no Fortran é importante, visto que
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esta linguagem normalmente produz, para cédigos numéricos, executaveis mais rapidos
do que aqueles obtidos através da linguagem C++4. Contudo, infelizmente, existe certa
rivalidade entre defensores de uma ou outra linguagem. Na opiniao do autor, o importante
¢ saber que é possivel implementar os conceitos de orientacao a objetos em programas
escritos em Fortran 90, o que permite, por exemplo, implementar as rotinas numéricas
em Fortran e a interface grafica em outra linguagem, dentro do contexto de orientacao
a objetos. De fato, a programagao com miltiplas linguagem ganha mais importancia a
cada dia. Isto é confirmado observando-se a nova norma do Fortran, liberada ainda como

rascunho, assegurando a interoperabilidade entre Fortran e C.

6.2 Programa Computacional - Parte 11

Nesta parte vamos apresentar importantes rotinas relacionadas a interface grafica do
programa desenvolvido. Uma das caracteristicas mais interessantes do programa desen-
volvido é o fato deste ser multitarefa. Esta caracteristica pode ser confirmada quando
o programa esta resolvendo numericamente as equagoes de movimento enquanto permite
ao usuario a completa interacao com a interface grafica. Para entendermos melhor a
vantagem de um programa multitarefa, temos que compreender o funcionamento concei-
tual de um programa Windows. Para tal, vamos apresentar como cédigo computacional
aquele que constitui o minimo necessério a criagao de uma janela no Windows. Este esta
apresentado a seguir:

%todo fungdo programa window precisa registrar a classe de uma janela. A fungdo WinMain é responsavel pelo
%registro da classe da janela do aplicativo.

integer*4 function WinMain( hInstance, hPrevInstance, lpszCmdLine, nCmdShow )

%abaixo sdo dadas diretrizes para o compilador

IDEC$ IF DEFINED(_X86_)

'DEC$ ATTRIBUTES STDCALL, ALIAS : ’_WinMain@16’ :: WinMain

'DEC$ ELSE
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'DEC$ ATTRIBUTES STDCALL, ALIAS : ’WinMain’ :: WinMain
'DEC$ ENDIF
%o médulo dfwina possui blocos de interface para praticamente todas as API’s do Windows.
use dfwina
use Variaveis_Globais
implicit none
integer*4 hInstance
integer*4 hPrevInstance
integer*4 lpszCmdLine
integer*4 nCmdShow
include ’dfghj.fi’
%o tipo T_WNDCLASS serd preenchido e utilizado para registrar a classe
type (T_WNDCLASS) we

%o tipo T_MSG é responsavel pelo armazenamento das mensagens enviadas pelo sistema operacional

type (T_MSG) mesg
integer*4 ret
logicalx*4 1lret
integer haccel

character (SIZEOFAPPNAME) lpszClassName

character (SIZEOFAPPNAME) lpszIconName

character (SIZEOFAPPNAME) 1lpszAppName

character (SIZEOFAPPNAME) lpszMenuName

character (SIZEOFAPPNAME) lpszAccelName

ghlnstance = hlnstance

ghModule = GetModuleHandle(NULL)

ghwndMain = NULL

1lpszClassName ="dfghj"C

1lpszAppName ="dfghj"C

1lpszIconName ="dfghj"C

1lpszMenuName ="dfghj"C

1lpszAccelName ="dfghj"C

! If this is the first instance of the application, register the

! window class(es)

if (hPrevInstance .eq. 0) then
! Main window
‘%abaixo preenchemos o tipo wc
wc%4lpszClassName = LOC(1lpszClassName)
%o campo lpfnWndProc, preenchido abaixo é o mais importante, especificando a rotina responsavel
%pelo processamento das mensagens enviadas pelo sistema operacional
wc%lpfnWndProc = LOC(MainWndProc)
wc)style = IOR(CS_VREDRAW , CS_HREDRAW)
wc/hInstance = hInstance
wc/hIcon = LoadIcon( hInstance, LOC(lpszIconName))
wc)hCursor = LoadCursor( NULL, IDC_ARROW )
wc/hbrBackground = ( COLOR_WINDOW+1 )
wclpszMenuName = NULL
wc%cbClsExtra = 0
wccbWndExtra = 0
Jregistrando a janela

if (RegisterClass(wc) == 0) goto 99999
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end if

%ap6s registrarmos a classe da janela, vamos criar uma janela baseada nesta classe

ghwndMain = CreateWindowEx( 0, lpszClassName,

1pszAppName,

INT (WS_OVERLAPPEDWINDOW) ,

CW_USEDEFAULT,
0,
CW_USEDEFAULT,
0,
NULL,
ghMenu,
hInstance,
NULL
)
if (ghwndMain == 0) goto 99999
lret = ShowWindow( ghwndMain, nCmdShow )

‘hagora processaremos as mensagens

do while( GetMessage (mesg, NULL, 0, 0) ) %lendo

\&
\&
\&
\&
\&
\&
\&
\&
\&
\&

\&

o stack de mensagens gerado pelo sistema operacional

if ( TranslateAccelerator (mesg/hwnd, haccel, mesg) == 0) then

lret = TranslateMessage( mesg )
ret = DispatchMessage( mesg )
end if
end do
WinMain = mesg.wParam
return

99999 \&

ret = MessageBox(ghwndMain, "Error initializing application dfghj"C, \&

"Error"C, MB_OK)

WinMain = O

%o enderego da fungdo abaixo foi dado como o campo lpfnWndProc do tipo wc.

%Isto significa que TODAS as janelas criadas com a classe registrada terfo suas

Jmensagens enviadas para a rotina abaixo.

integer function MainWndProc ( hWnd, mesg, wParam,
'DEC$ IF DEFINED(_X86_)

'DEC$ ATTRIBUTES STDCALL, ALIAS : ’_MainWndProc@16’
'DEC$ ELSE

'DEC$ ATTRIBUTES STDCALL, ALIAS : ’MainWndProc’

'DEC$ ENDIF
use dfwina
use Variaveis_Globais
implicit none
integer*4 hWnd
integer*4 mesg
integer*4 wParam
integer*4 1Param

include ’resource.fd’

1Param )

:: MainWndProc

:: MainWndProc
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%variaveis

integer*4 ret

integer*4 :: mouseX, mouseY, mouse0ldX, mouse0ldY
logical :: Botao_Esquerdo_Pressionado , Zoom

character (SIZEOFAPPNAME) 1lpszName, lpszHelpFileName, lpszContents, lpszMessage
character (SIZEOFAPPNAME) 1lpszHeader
Jprocurando que mensagem foi enviada
select case ( mesg )
case (WM_CREATE)
Botao_Esquerdo_Pressionado = .false.
Zoom = .false.
MainWndProc = 0
return
case (WM_LBUTTONDOWN)
mouse01dX = LOWORD(1Param)
mouse01dY = HIWORD(1Param)
Botao_Esquerdo_Pressionado = .true.
MainWndProc = 0
return
case (WM_LBUTTONUP)
Botao_Esquerdo_Pressionado = .false.
MainWndProc = 0
return
case (WM_MOUSEMOVE)
mouseX = LOWORD(1Param)
mouseY = HIWORD(1Param)
if (Botao_Esquerdo_Pressionado == .true. .AND. Zoom == .true. ) then
call Zoom_Sub ( mouseX , mouseY , mouse0ldX , mouse0ldY )
mouse01dX = mouseX

mouse01ldY = mouseY

1
o

MainWndProc
return
case (WM_DESTRQOY) Jfechar o aplicativo
call PostQuitMessage( 0 )
MainWndProc = 0
return
! WM_COMMAND: user command
case (WM_COMMAND)
select case ( IAND(wParam, 16\#ffff ) )
case (IDM_EXIT)
ret = SendMessage( hWnd, WM_CLOSE, 0, 0 )
MainWndProc = 0
return
case (IDM_Zoom)
Zoom = .true.
MainWndProc = 0
return
%processamento padrdo
case DEFAULT

MainWndProc = DefWindowProc( hWnd, mesg, wParam, lParam )
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return
end select
%processamento padrdo para as outras mensagens
case default
MainWndProc = DefWindowProc( hWnd, mesg, wParam, lParam )

end select

O cédigo esta todo comentado para facilitar sua compreensao. As implementagoes
de interfaces graficas distinguem-se daquelas de modo texto, mais comuns a engenheiros,
no sentido que as primeiras devem permitir maior interacao com o usudrio. Os desen-
volvedores dessas interfaces (e do cédigo por tras delas) ao invés de tentar classificar o
usuario, definiram a forma como este interage com o computador. Esta interacao é repre-
sentada por meio de eventos. Assim, por exemplo, quando o usuario movimenta o mouse,
ocorre um evento. Esses eventos geram mensagens para os aplicativos. Dessa forma, um
programa para interface grafica deve responder e agir de acordo com as mensagens ne-
cessarias. Observando a fungao MainWndProc, mostrada acima, podemos observar que
esta funcao é a responsavel pelo processamento das mensagens. Para ambientar o leitor
com essa nova perspectiva, foi inserido no cédigo apresentado acima uma implementagao
rudimentar do efeito de zoom na tela onde o modelo multicorpos é desenhado. Do ponto
de vista do usudario, em qualquer programa implementando este efeito, deve-se selecionar o
zoom clicando no menu ou toolbar para entao, com o mouse, clicar com o botao esquerdo
na tela movendo-o, mantendo o botao pressionado, até obter o zoom desejado. Do ponto
de vista do programa, este devera primeiro permitir ao usuario a selecao do zoom. Isto
é feito criando-se uma entrada no menu ou toolbar. Tanto a entrada no menu quanto
o botao da toolbar vao ser associados, pelo programador, a uma constante inteira, que
serda a mensagem a ser enviada pelo sistema operacional ao programa quando o usuario

selecionar algum desses itens. No caso do cédigo apresentado, a mensagem ¢é identificada
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pela constante inteira IDM_ZOOM, que claramente deve ser diferente de todas criadas
pelo programador ou reservadas para o sistema. Quando o usuério clica o botao esquerdo
do mouse ou o movimenta, o sistema operacional envia as mensagens WM_LBUTTON-
DOWN e WM_MOUSEMOVE, respectivamente. A forma como o programa ira responder
depende da funcionalidade que este devera apresentar ao usuario. No nosso caso em es-
tudo, quando o usuério clica com o botao esquerdo o programa armazena o ponto na tela
onde o evento ocorreu e quando o usuario move o mouse o programa efetua o zoom, se
necessario, chamando a subrotina Zoom_Sub. Note que o codigo apresentado é apenas um
esboco de um cédigo completo para tal fim, visto que, numa implementagao mais com-
pleta, deve-se capturar o mouse, bem como, no caso do programa desenvolvido, deve-se
alterar parametros nas matrizes de projecao definidas em OpenGL, tornando este cédigo
bem mais extenso. Contudo, o esboco apresentado possui a vantagem da simplicidade,

sendo ainda capaz de reter o conceito da programagao Windows através de sua API.

Agora, retornaremos a questao da necessidade do programa ser multitarefa. Quando
uma mensagem deve ser enviada para um programa, esta nao é enviada a fungao res-
ponsavel pelo seu processamento diretamente. FEssas mensagens sao postas numa pilha
de mensagens, sendo lidas assim que possivel. Essa pilha é lida constantemente pelo loop
implementado no fim da fungdo WinMain, mostrada no cédigo acima. Além do sistema
operacional enviar mensagens a pilha de mensagens do programa, o sistema operacional
também gerencia esta pilha. Assim, estando o programa ocupado com um dado proces-
samento demorado (resolvendo as equagoes de movimento por exemplo) essas mensagens
nao serao lidas. Do ponto de vista do usudrio, se este tentar realizar o zoom durante
a simulacao das equagoes de movimento, as mensagens nao serao processadas. Natural-

mente, o usuario continuara tentando realizar o zoom e o sistema operacional ao postar
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as mensagens, verificard que nenhuma delas estd sendo processada (nenhuma mensagem
seré retirada da pilha pelo programa), resultando numa condi¢ao que infelizmente é bem
conhecida dos usuarios Windows: a tela do aplicativo ficard toda branca e ao lado do
nome do aplicativo serd escrita a mensagem The program is not responding. Para evitar
esta infeliz situacao, deve-se permitir a execucao multitarefa do programa. A entidade
responsavel pela execucao de codigos computacionais denomina-se thread. Toda vez que
um dado executavel é inicializado, o sistema operacional cria um thread para o aplica-
tivo. Visando permitir uma execugao multitarefa, o programa devera criar outros threads
e associa-los com funcoes especificas. No nosso caso, o programa desenvolvido cria um
thread para a fungao do solver, bem como para a funcao play, responsavel pela animacao.
Dessa forma, a interface grafica continua respondendo ao usuario enquanto realiza essas

funcoes.

Embora as interfaces gréaficas tenham uma vida relativamente longa, o cédigo por tras
dessas interfaces muda constantemente. De fato, ocorrem melhorias e certas modifica¢oes
em algumas rotinas. Por exemplo, no caso do Windows, embora sua API permanega,
existem atualmente muitas func¢oes obsoletas e outras tantas novas. Nao podemos deixar
de comentar também que um programa Windows hoje em dia é provavelmente escrito
em C++, com o uso da Microsoft Foundation Classes, constituida de classes, escritas
em C++, encapsulando funcionalidades especificas da interface grafica. Contudo, ainda
deve-se dominar o uso direto das API’s, visto que essas classes utilizam as funcgoes desta
API diretamente. Assim, neste capitulo foi escolhido apresentar um programa basico
permitindo ao leitor ter uma nogao do conceito de programacao Windows e foi apresentada
a forma como o programa desenvolvido é estruturado, dando uma visao mais detalhada

deste.



7 Estudo de Casos

Este capitulo divide-se em duas partes. A primeira delas trata da validacao do pro-
grama desenvolvido, onde sao analisados trés casos. O primeiro baseia-se na simulagao de
péndulos planos, com 2 até 10 corpos, permitindo a analise do método de solugao desen-
volvido no quesito complexidade computacional. No segundo caso é estudado um sistema,
ainda plano, possuindo uma cadeia fechada. No tltimo caso da primeira parte, abordare-
mos a importante questao dos métodos numéricos que preservam a energia mecanica dos
sistemas conservativos, utilizando para tal um péndulo duplo espacial. Em todos esses
casos, os resultados obtidos serao comparados com aqueles fornecidos pelo programa co-
mercial ADAMS. Em todos esses casos os corpos sao cilindros com comprimento [ = 1m e
raio r = 0.025m, sendo o material considerado como ago, com densidade p = 7801 K g/m?3.
Na segunda parte deste capitulo trataremos de uma aplicagao do programa desenvolvido a
um robo com 3 graus de liberdade. Neste caso, utilizaremos o sistema de comunicacao im-
plementado no programa desenvolvido que permite a comunicacao deste com o Matlab!.
Assim, o programa desenvolvido fornece ao Matlab certas varidveis medidas, definidas
pelo usuario, colocando-as no espaco de trabalho do Matlab, como também executa co-
mandos Matlab para fornecer as forgas necessarias ao controle de movimento do robo.

Dessa forma, é possivel gerar um arquivo .m implementando a lei de controle, no caso

1O Matlab é um produto da Mathworks (www.mathworks.com)
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em estudo obtida a partir da téncica denominada Controle por Torque Computado. Por
fim, cabe ressaltar que em todas as simulagoes efetuadas neste capitulo nao foram realiza-
das qualquer animacao para obter-se os tempos computacionais de solugao das equagoes
de movimento, visto que esses algoritmos de animagao sao complexos e tomam um consi-
deravel tempo computacional do tempo total de solucao (cerca de 10-30%). O computador
utilizado para todas as simulacoes foi um computador PC com processador Athlon XP

2000, 256MB de RAM, rodando Windows XP com Service Pack 1.

7.1 Parte I - Validacao

7.1.1 Caso 1.1 - Péndulo

Nesta sec¢ao simularemos, por um tempo de 100 segundos, péndulos planos com dois até
10 corpos. Esses péndulos terao como condicao inicial velocidade nula, estando alinhados
com a horizontal. A Tabela. (7.1) ilustra os tempos em segundos para solucao das equagoes
de movimento para os dois programas. Como parametros da simulacao, foi especificada
uma tolerancia de 10~7, utilizando-se, no caso do ADAMS, dois métodos de integracao. O
primeiro deles, denominado ABAM, implementa, a semelhanca do programa desenvolvido,
as formulas de Adams. O outro é o algoritmo de solugao padrao do ADAMS, denominado
de GSTIFF, consistindo no método Gear, onde foi utilizada a estabilizacao de indice

(formulacao SI2).

Observando-se a tabela, constata-se que o ADAMS foi, praticamente em todos os casos,
100% mais lento que o programa desenvolvido, quando utilizado o integrador GSTIFF.

Embora o método ABAM seja mais eficiente, este também foi cerca de 50% mais lento
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TABELA 7.1 — Tempos gastos na simulagao do sistema (segundos).

N° Programa | ADAMS | ADAMS
Corpos | Desenvolvido | ABAM | GSTIFF
2 6.25 12.87 9.07
3 10.0 18.76 15.71
4 15.7 27.87 24.48
5 21.32 37.50 37.85
6 29.60 47.49 52.31
7 38.55 60.14 67.93
8 46.81 73.68 89.67
9 57.02 88.21 119.19
10 68.36 105.50 152.33

que o programa desenvolvido.

Embora o ADAMS possua formulagbes um pouco mais eficientes, como nao estabili-
zar o indice (formulacao SI3) no integrador GSTIFF, fica dificil para o solver obedecer
a tolerancia especificada com essa formulacao, resultando, na pratica, na interrupcao do
solver durante o processo de solugao. Quando nao houve tal interrupcao, os resultados
obtidos diferiram substancialmente daqueles fornecidos pelos outros integradores utiliza-
dos. A interrupcao da integracao no caso da formulagao SI3 ocorre devido ao integrador
escolher um passo pequeno visando satisfazer a tolerancia especificada, tornando a matriz
do jacobiano das equagoes de movimento singular. No caso da diferenga nos resultados
obtidos com a formulacao SI3, essas diferencas se caracterizaram por saltos na solugao.
Esses saltos ocorrem devido a mudanca freqliente do passo do integrador, visto que essas
mudancas de passo provocam a perda de acuracia do método GSTIFF. A solugao neste
caso ¢é utilizar a formulacao SI2, estabilizando o indice das equagoes diferenciais-algébricas

de movimento.

Outra alternativa seria utilizar o integrador WSTIFF,| que nao sofre perda de acuracia
com mudancas de passo, visto que este método, ao contrario do GSTIFF, obtém os coefi-

cientes do método de integragao a cada mudanca de passo (RAMPALLI, 2000). Contudo,
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o integrador WSTIFF, embora mais estavel que o GSTIFF, neste caso nao forneceu re-
sultados satisfatérios, principalmente para os péndulos com um maior nimero de corpos.
Isto nao foi decorréncia do método, mas sim de sua implementacao, visto que o ADAMS,
na formulagao SI3, realiza andlise de erro somente nas coordenadas, deixando suas de-
rivadas sem qualquer tipo de controle explicito de erro. Quando utilizou-se tolerancias
maiores, menos restritivas, o ADAMS forneceu resultados significativamente diferentes
daqueles obtidos com uma tolerancia mais apertada, o que nao ocorreu com o programa

desenvolvido.

Deve-se notar ainda que o programa desenvolvido aloca meméria dinamicamente, ao
passo que o ADAMS aloca toda a memoria necessaria no inicio da simulagao, onde foi
especificado que os dois programas armazenariam os dados dos péndulos a cada 0.025 se-
gundo. Logo, neste aspecto, o programa desenvolvido possui uma desvantagem nos testes
de comparacao de eficiéncia. Para ilustrar melhor os resultados obtidos com a simulacao,
além do tempo gasto na solucao das equacoes de movimento, vamos mostrar graficos es-
pecificos para o péndulo com dez corpos, obtidos para uma simulagao de 10 segundos. A
Fig. (7.1) ilustra o péndulo com 10 corpos construido no programa desenvolvido (a) e no

ADAMS (b), durante a simulagao, no tempo t = 6.125s

No Anexo A estao apresentados os graficos para o ultimo corpo do péndulo. Nesses
graficos sao comparados os resultados obtidos com o programa desenvolvido com aqueles
gerados utilizando-se o integrador ABAM. Nas Figs. (B.1-B.6) estao os graficos para a
coordenada z e suas derivadas e y e suas derivadas, respectivamente, onde a letra (a)
indica os gréficos obtidos com o programa desenvolvido, enquanto a letra (b) indica esses

mesmos graficos, fornecidos pelo ADAMS.

As Figs. (B.7-B.8) ilustram, respectivamente, os graficos obtidos para a velocidade
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FIGURA 7.1 — Gréficos do péndulo no instante ¢t = 6.125s

e aceleracao angulares do ultimo corpo do péndulo. As letra (a) indica os graficos da
velocidade e aceleragao angulares para o programa desenvolvido, ao passo que a letra (b)

indica esses gréaficos para o ADAMS.

Por fim, temos na Fig (B.9) os gréficos do passo utilizado pelos programas utilizados.
Nestas figuras, a letra (a) indica o resultado obtido com o programa desenvolvido, (b) o
resultado fornecido pelo ADAMS com o integrador GSTIFF e a letra (c) ilustra o resultado

obtido utilizando-se o integrador ABAM do ADAMS.

Observando-se os graficos para o passo mostrados na Fig (B.9), verifica-se que o maior
passo utilizado foi o do programa desenvolvido, o que representa uma grande vantagem,
ja que a tolerancia especificada é cumprida com um maior passo. Deve-se notar que o
método ABAM empregado no programa ADAMS implementa as férmulas de Adams e
possui ordem 12, como o programa desenvolvido. Contudo, no caso do ADAMS, o passo
utilizado foi menor. Isto se deve ao fato do ADAMS utilizar aproximagoes numéricas
para obter certos termos das equacoes de movimento. Essas aproximagoes sao necessarias

visto que o ADAMS utiliza, para descrever a orientacao dos corpos, os angulos de FEu-
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ler, introduzindo, dessa forma, uma complexidade consideravelmente superior na geracao
dos termos necessarios as analises cinematica e dinamica como, por exemplo, o jacobiano
das equacoes de restricao®. Dessa forma, essas aproximacoes diminuem a ordem de con-
vergéencia dos integradores do ADAMS. O passo utilizado no caso do integrador GSTIFF
foi bem menor, visto que este integrador implementa as formulas de Gear, baseadas no
método BDF, sendo muito estaveis para baixas ordens, permitindo a integracao numérica
de sistemas rigidos. Contudo, essas férmulas sao instaveis para ordens maiores que 7
(SHAMPINE, 1994). Como a ordem do método GSTIFF ¢ menor, este é menos acurado
e deve tomar um menor passo visando satisfazer as tolerancias especificadas, explicando
o resultado obtido. Observando-se os graficos obtidos, constata-se, neste caso em estudo,

que o programa desenvolvido forneceu excelentes resultados, sendo ainda muito mais efi-

ciente que o ADAMS.

7.1.2 Caso 1.2 - Cadeia Fechada

O segundo caso estuda um sistema plano possuindo uma cadeia fechada, com um total
de 30 corpos e 28 graus de liberdade. Este exemplo permite aplicarmos o programa de-
senvolvido a sistemas com equagoes redundantes. De fato, o sistema em estudo apresenta
trés equagoes redundantes. O sistema serd simulado por 20 segundos com uma tolerancia
padrao igual a do caso I, isto é, 1077. Neste caso utilizaremos praticamente todos os
integradores disponiveis no ADAMS, de forma a permitir uma ampla comparacao de re-
sultados. Foram realizadas 5 simulagoes com o ADAMS. As duas primeiras utilizam o
integrador ABAM. Contudo, na segunda é especificada, excepcionalmente, uma tolerancia

mais restritiva, no caso de 107!2. Neste caso, denominaremos este integrador da forma

2Note que no programa desenvolvido estes termos sio obtidos diretamente a partir de férmulas pré-
determinadas, gragas ao uso dos parametros de Fuler.
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TABELA 7.2 — Tempos gastos na simulagao do sistema

Programa | ADAMS | ADAMS ADAMS ADAMS ADAMS

Desenvolvido | ABAM | ABAM' | GSTIFF — SI3 | GSTIFF — SI2 | WSTIFF — SI3
35.96 73.71 126.17 85.79 271.53 62.94
TABELA 7.3 — Correspondéncia dos integradores

Programa | ADAMS | ADAMS ADAMS ADAMS ADAMS

Desenvolvido | ABAM'Y | ABAM | GSTIFF — SI2 | GSTIFF — SI3 | WSTIFF — SI3

(a)

(b)

(c)

(d)

()

(f)

ABAMTY, para diferenci-lo. A terceira e quarta simulacoes foram conduzidas escolhendo-
se o integrador padrao GSTIFF, onde na quarta simulagao foi utilizada a estabilizagao
de indice (formulagao SI2). A quinta e tltima simulagdo foi obtida com o integrador
WSTIFF, sem qualquer estabilizagao de indice®. A Tabela (7.2) ilustra os tempos obtidos
nas simulagoes. Como condigao inicial foi dada velocidade nula com a cadeia aberta na

horizontal.

Observando-se a Tabela (7.2), constata-se que o programa desenvolvido continuou
sendo o mais rapido nesta simulacao, sendo novamente cerca de 90% mais que rapido
que o integrador mais eficiente do ADAMS. Nas figuras que se seguem nesta se¢ao, os
resultados obtidos com cada integrador serao identificados por letras. A Tabela (7.3)

mostra essa correspondéncia

Para compararmos os resultados obtidos, vamos mostrar graficos para as variaveis z,
x, T, y, y, 4y, a velocidade angular, aceleracao angular para o tultimo corpo da cadeia
aberta (corpo na cor ab6bora no ADAMS) e, finalmente, o passo utilizado nas integracoes
numéricas. As Figs. (C.1-C.9), apresentadas no Anexo B, mostram esses graficos na

ordem citada. A Fig. (7.2), mostrada neste capitulo, ilustra o sistema em questao no

3A versao utilizada do ADAMS ainda nio suportava a estabilizacio de indice para o integrador WS-
TIFF.
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(a)

FIGURA 7.2 — Modelo durante animagao no tempo t = 6.1s

tempo t = 6.1s

Observando-se os resultados obtidos, verifica-se que o ADAMS forneceu resultados sig-
nificativamente diferentes entre si de acordo com os integradores utilizados. Observando-se
o resultado mais acurado gerado pelo ADAMS, obtido com o integrador ABAM, com to-
lerancia 107!2, identificado nos graficos pela letra (b), vemos que este resultado assemelha-
se bem com aquele obtido com o programa desenvolvido. Na andlise dos graficos, deve-se
levar em consideragao a complexidade do modelo simulado que embora seja plano, possui

30 corpos.
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Uma observagao interessante deve-se aos resultados mostrados nas letras (e) e (f).
Estas letras indicam os integradores GSTIFF e WSTIFF, respectivamente, ambos na
formulagao SI3 e sem estabilizacao de indice. O interessante é que a unica diferenca
entre esses integradores resulta que, no caso do WSTIFF, os coeficientes da féormula sao
calculados a cada mudanca de passo. Isso acarreta num aumento de complexidade do

preditor deste método.

Contudo, embora o integrador WSTIFF seja computacionalmente mais dispendioso,
este foi cerca de 27% mais rapido que o GSTIFF. Isto se deve ao fato do preditor do
integrador WSTIFF ser mais acurado, acomodando sem problemas as mudancas de passo.
No caso do integrador GSTIFF, como seu preditor perde acuracia conforme muda-se o
passo?, isto forca o integrador a utilizar um menor passo, visando atender a tolerancia

especificada.

Por fim, nota-se que os resultados obtidos com o programa desenvolvido estao de
acordo com aqueles fornecidos pelo ADAMS. Este caso abordou um sistema de cadeia
fechada, onde existem equacoes redundantes, servindo para mostrar que o solver imple-

mentado no programa desenvolvido é tolerante a tais equagoes.

7.1.3 Caso 1.3 - Sistema Tridimensional

O 1ltimo caso aborda um sistema tridimensional. Este constitui-se num péndulo com
2 corpos conectados por juntas esféricas. A Fig. (7.3) ilustra o sistema na sua configuragao

inicial, onde é especificada velocidade nula.

Este modelo permitird compararmos os resultados obtidos pelo programa desenvol-

vido com aqueles fornecidos pelo ADAMS a fim de conhecermos melhor um importante

4Tecnicamente, diz-se que a ordem de convergéncia do método fica reduzida.
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FIGURA 7.3 — Péndulo em sua configuragao inicial

aspecto dos integradores: a conservacao de energia. Como o péndulo em estudo é um
sistema conservativo, sua energia mecanica total devera ser constante. Neste caso, utili-
zaremos somente o integrador GSTIFF do ADAMS na formulagao SI2, com estabilizagao
de indice, visto que, somente neste caso, 0 ADAMS realiza analise de erro nas velocidades.
Também serao mostrados, a semelhanca do caso anterior, graficos para as coordenadas
do centro de massa, da velocidade e aceleragao angulares e do passo. Os graficos referen-
tes as coordenadas e velocidade e aceleracao angulares sao referentes ao ultimo corpo do
péndulo, mostrado em verde na Fig (7.3). Todos esses graficos estao dispostos no Anexo
C nas Figs (D.1-D.17), onde a letra (a) indica o programa desenvolvido e a letra (b) indica
os resultados obtidos com o ADAMS. Como pode-se constatar a partir da Fig. (D.17), o
programa desenvolvido fornece uma solucao que, além de satisfazer as restri¢coes, também
assegura a conservacao de energia, o que nao ocorre com o ADAMS. Embora apresente-
mos somente graficos para o integrador GSTIFF (SI2), todos os integradores disponiveis
no ADAMS foram testados e nenhum forneceu uma solugao satisfatéria em termos da

conservagao de energia.
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7.2 Parte II - Aplicacao

Nesta secao abordaremos um problema de robdtica, estudando um robo com trés graus

de liberdade rotacionais fixo a um referencial inercial. A Fig. (7.4) ilustra o robo

FIGURA 7.4 — Rob6 montado de trés graus de liberdade.

O robo possuird um atuador para cada uma de suas trés juntas. Para descrevermos o
movimento do robo, utilizaremos um sistema coordenado com direcao x coincidente com o
eixo de simetria do 1ltimo cilindro em vermelho e eixo y vertical. O movimento do sistema
ocorre da seguinte forma: o primeiro elo (em verde) pode girar, em relagao a base fixa, em
torno do eixo y, e os dois ultimos elos podem girar em torno do eixo z. Note que o pro-
grama implementado utiliza coordenadas absolutas para descrever o movimento de cada
parte do robo. Desta forma, poderiam ocorrer problemas relativos a questao de controle,
ja que este utiliza o espaco das juntas. Contudo, visando facilitar a questao do controle,
foram introduzidos os conjuntos linear e angular de mola-amortecedor-atuador. Assim,
esses conjuntos definem automaticamente variaveis lineares a angulares para os conjuntos
linear e angular, respectivamente, logo que esses sao criados. Isto torna a questao de
controle independente das coordenadas utilizadas internamente pelo programa, restando

ao usuario a tarefa de selecionar vetores e pontos diretamente na tela do computador para
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gerar esses conjuntos. Logo, dependendo do conjunto escolhido, o usuério define forcas e
torques em fungao dessas coordenadas (deslocamentos e angulos) e o programa elaborado
relaciona essas coordenadas com as absolutas. A formulacao para a mola e amortecedor
pode ser encontrada em qualquer livro de mecanica computacional (SHABANA, 2001),

(NIKRAVESH, 1988).

Assim, resta a questao da introducao das expressoes definindo as forgas/torques dos
atuadores. Essas podem ser qualquer comando que o usudario possa introduzir direta-
mente na janela de comandos do Matlab. Esses comandos podem ser inclusive o nome
de fungoes ou arquivos de comandos Matlab (.m), contanto que essas fungoes estejam no
caminho de busca do Matlab. No exemplo do robo em estudo, serao utilizadas funcoes
Matlab para obter os torques dos atuadores. Cabe ressaltar que antes de executar es-
ses comandos (fungoes), o programa desenvolvido insere todas as varidveis dos conjuntos
mola-amortecedor-atuador no espaco de trabalho Matlab, permitindo que a expressao
para o torque (forga) de um dado conjunto possa depender de outras varidveis, condigao
necessaria a implementacao de controladores. Do exposto, fica claro que o usuario neces-

sita ter instalado o Matlab em sua méquina para poder fazer uso de suas funcoes®.

Visando obter as expressoes dos torques para os atuadores, devemos primeiro gerar
um modelo dinamico do rob6 descrito em funcao das coodenadas das juntas. Como o pro-
grama desenvolvido nao realiza essa fun¢ao, deveriamos gerar esse modelo manualmente.
Contudo, como a geragao manual das equacoes de movimento é propensa a erros, vamos
fornecer um arquivo de comandos Maple® para realizar tal funcao. O método de funciona-
mento é muito simples, bastando ao usuério escolher quais coordenadas serao utilizadas

na descricao do sistema multicorpos em estudo e fornecer, em relacao ao referencial iner-

A versdo utilizada neste trabalho é a 7.0 para Windows.
60 Maple é um produto da Maplesoft (www.maplesoft.com).
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cial, a posicao do centro de massa de cada um dos corpos, onde esse vetor posicao deve
necessariamente estar descrito numa base de vetores fixa neste referencial inercial, bem
como os componentes do vetor velocidade angular expresso na mesma base, fixa ao corpo,
utilizada na representacao matricial do tensor de inércia. Os comandos implementados
no arquivo geram, utilizando as equacoes de Lagrange, as equagoes de movimento a partir
dessa descri¢do, restando ao usudrio a insergdo de forgas/torques atuantes no modelo,
tarefa em geral bem mais simples que a formulacao manual das equagoes de movimento.
Este programa esta ilustrado no apéndice A, se¢do Formulacao Simbdlica. As equagoes

de movimento fornecidas pelo programa estao ilustradas abaixo nas Figs. (7.5-7.6)

EquagAn de movimento para phi{t)
1
4—(((2m1‘42—8fxx+85y) 505(82(£))2+4m134’4 cos(92(£))+5m132—m1‘42)cos(@l(z‘.)ﬂ

—-2((m 142—4brx +4 Aoy 505(62(£))+2m1’3 14) sin(el(ij) sm(ez(ﬁ)) cos(el(z))+(—4bfy+4 !xx—mf42) 505(62(£))2+8[xx +m142+4biy)
dz d
;tb(i) - Eﬂf)(f) ({2 1‘42—41’7(7( +4 Ayl 505(62(£))+m13 14) sm(@z(z‘.)) cos(el(z))z

i
+sm(61(£)) [(m 1‘42—41’7(7( +4 Ayl 505(62(£))2+m.{3 1‘4 505(82(£))+2fx7€— 2150;—%»3142} cos(@l(z‘.))

1 d d
75305(82(1)) sm(ez(:f)) (i 1'42741'10( +4 1)01)] (582(1)j+[;81(£ﬂ (((m ;’42741’zx+41yy) 305(82(1))+2m13 4’4) sm(ez(f)) cos(el(t))z
+((m 142 -4 Ixx+4 by cos(ez(t))2+2m13 14 cos(Bz(ﬁ))—%m (=5 532+£42)J sm(el(tj) cos(el(z‘.))

—%((m 2= dxn +4 by) cos(Bul£)) + 2 m g 1) m(eﬂ.:))jj: 0

FIGURA 7.5 — Equacoes de movimento descritas no espaco das juntas.

onde ¢(t), 01(t) e O(t) representam o angulo de rotacao do elo 1 em relagao a base
fixa, o angulo de rotacao do elo 2 em relagao ao elo 1 e, finalmente, o angulo de rotacao
do elo 3 em relacao ao elo 2, nesta ordem. A partir deste modelo é simples contruirmos a
lei de controle por torque computado. Escrevendo as equagoes de movimento no espago

das juntas dadas acima da forma

D(q)4+H(q,q)+ G(q) =7 (7.1)

podemos esquematizar o controle por torque computado da forma ilustrada na Fig. (7.7)



CAPITULO 7. ESTUDO DE CASOS 138

Equagfo de movimento para theta[1] [t}
1 o 1 @ 1
7 Om g2+ m 2+ dm i Ly cos(8y(0)) + 8 L) [dz_zel(ﬁ)]+4_(ZMI3f4 cos(ez(z))+4fu+mf42)[&—262(3)}+4—(
2 sin((2)) cos(By (1)) (m [y 2 — 4 Ixx +4 Jy) cos(By(2))2
+(25n(8y(1)) (m {42 = 4 Irx +4 Dy) cos( By (£))2 + 4 m 1y wos(B (4} by sin 8y (£)) = sin(By{£)) (m [y 2 = 4 Jnx +41 Bp)) cos(Bo(£))
d ‘
—m(—4f3costelm)%‘sm(ez(zmsm(el(t))(—5f32+z42)cos(el(x))+2f3f4sm(ez(f.)m[EMJ -3

2
d d d
[1‘3 1y sin(Byi]) [E 92(1)] +2i (; 91@J 1 sin B2 1) [E ezgz)] +g (=3 Ig cos(By(1)) — Ly cos(By (1) cos(By()) + iy sin(8(2)) sin(Bo (1))

m=10
Erquagéo de wmovimento para theta[2] (o)
1 d‘z 1 dz 1
4—(2m13£4cos(@z(z‘.))+4fzz+mf42) ;81(4‘.) +4—(4fu+m.f42) ;ez(z) +4—(2sm(81(£)) cos(el(ﬁ)) (m142—4fxx+41)y) cos(BZ(t))2
4 4
+(2 sm(ez(:))(mi42—4fxx+4fyy) cos(QI(z))Z+2m13cos(el(z))i4sm(81(£))—sm(ez(:))(mi42—4fxx+4fyy))cos(ez(f,))
J 2
—(-2mizly sin(ez(f))cos(el(z))Jrsm(el(z))(m14274fxx+4 bg;))cos(@ﬁf)))[;tb(f)]
1 d 2
_E —13[591(4‘.)] sm(Bz(z‘.))+g(—cos(61(£))cos(BZ(z‘.))+sm(91(f.)) sm(92(£))) m14:0

FIGURA 7.6 — Equagoes de movimento descritas no espago das juntas.

. q
9z +i> + Sistema
+H A+ D(Q) Q Multicorpos
q

T H(q.4)+G(q)

P ]

4,
FIGURA 7.7 — Esquematizacao do controle por torque computado.

O relacionamento dos termos D, H e G, caracterizando as forcas de inércia, os efeitos
quadréticos na velocidade (Coriolis e centrifugas) e a atragdo gravitacional, respectiva-
mente, com as equagoes de movimento no espago das juntas é imediato. Vamos, portanto,
apresentar diretamente as leis de controle através das funcgoes Torque_Robo_Phi.m, Tor-
que_Robo_thetal.m e Torque_Robo_theta2.m, todos mostrados na iltima secao do apéndice
A. Desses arquivos, vé-se que cada parte possui massa igual a 8.82Kg e comprimento de

0.4m. Como essas partes possuem raio igual a 0.03m, obtemos os momentos de inércia
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indicados nos arquivos. O movimento desejado para o robo consiste na prescricao dos

angulos das juntas de acordo com as seguintes funcoes

P(t) = 30.0% (1.0 — e 13158 (7.2)
01(t) = 35.0% (1.0 — e~ 13198) (7.3)
05(t) = 10.0 % (1.0 — ¢~ 1:3158+) (7.4)

(a) (b)

30.000 35.000

22500 26260

15.000 17.500

7.500 / 8.750 /

0.000 0.000

0.000 2500 £.000 7.500 10.000 0.000 2500 5.000 7.500 10,000

(c) (d)

0.042
0.03 n ﬂ

LT MMW il

//UU IR VANV AN LLTER iiyia;

0.010

0000

0.000

0.000 2500 5.000 7.500 10.000

FIGURA 7.8 — Gréficos para ¢, 01, 05 e para o passo do integrador.

Os resultados obtidos para os angulos das juntas, bem como o passo utilizado pelo
integrador estdo mostrados na Fig. (7.8), onde as letras (a), (b), (¢) e (d) indicam os
angulos ¢, 01, 05 e o passo do integrador, nesta ordem. A Fig. (7.9) ilustra o robd durante

quatro momentos distintos ao longo de seu movimento.

Observando-se os resultados obtidos, constata-se que estes se assemelham com o de-
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(a) (b)

Iy

FIGURA 7.9 — Figuras ilustrando o movimento do robo até sua posigao final.

(c)

sejado. Contudo, o controlador implementado, através da técnica de torque computado
podera nao fornecer resultados satisfatorios em aplicagoes reais, onde os parametros do
sistema sofrem inevitaveis variagoes, bem como existem variagoes durante a vida util de
operacao desses robos, forcando a utilizacao de técnicas de controle robustas, adaptati-

vas,....

Entretanto, o presente exemplo serve para ressaltar a importante funcionalidade do
programa desenvolvido pelo autor, que é sua capacidade de comunicacao com o Matlab,
abrindo caminho para a possibilidade de implementagao de controladores mais sofistica-

dos.



8 Conclusao

Nesta dissertacao foi estudada a dinamica computacional de sistemas multicorpos
rigidos. Do ponto de vista tedrico, foi apresentada a técnica de formulacao das equagoes de
movimento baseada nas coordenadas absolutas, sendo mostrados também alguns métodos
para solugao numérica dessas equagoes. Neste contexto, foi apresentado um aperfeicoamento
de um método existente baseado em ortogonalizacao, caracterizando a contribuicao ci-

entifica deste trabalho.

Do ponto de vista pratico, foi implementado um programa computacional para si-
mulacao de sistemas multicorpos rigidos. O programa desenvolvido apresenta uma elevada
abrangeéncia, sendo capaz de simular uma ampla classe de sistemas rigidos holonomicos
espaciais com qualquer niimero de cadeias fechadas. Dentre as limitagoes do programa,
podemos citar a incapacidade deste em simular situacoes de contato de qualquer tipo. As-
sim, condigbes de contato sem impacto (rolamento) nao sdo possiveis de serem simuladas,

bem como situagoes de impacto mais gerais.

No programa elaborado, a interface com o usuario é bastante amigavel, seguindo o
padrao das aplicagoes para Windows, onde o programa opera. Esta interface permite ao
usuario a selecao de corpos diretamente na tela, como também a realizacao de animagoes

(inclusive durante a prépria simulagao) dos sistemas multicorpos, utilizando-se para tal
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da biblioteca grafica OpenGL. Dessa forma, essas animagoes tiram proveito do hardware
grafico disponivel. Nos testes realizados para validacao, o programa desenvolvido mostrou-

se muito eficiente e acurado, fornecendo resultados semelhantes ao programa comercial

ADAMS.

Do ponto de vista das aplicagoes, o programa implementado permite a simulagao de
sistemas rigidos holonémicos, em situagoes sem impacto, onde as forgas (torques) aplica-
das podem ser fungoes das coordenadas, suas derivadas e de angulos/distancias (e suas
derivadas) definidos pelo usuério, com o auxilio de sensores, onde essas forgas podem ser
funcoes MATLAB tendo, portanto, toda a funcionalidade deste aplicativo, como funcoes
da toolbox de controle, por exemplo. Dessa forma, é possivel simular robos, maquinas
e mecanismos em geral possuindo controladores. Logo, embora o intuito original deste
trabalho seja, além do estudo tedrico dos sistemas multicorpos, desenvolver mais uma
ferramenta computacional de auxilio na area de robdtica do Instituto, pode-se verificar
que a abrangéncia do programa desenvolvido, a partir dos estudos tedricos realizados,
esta além daquela contemplada pela robética. Por fim, deve-se ressaltar que o programa
desenvolvido pelo autor serd liberado de acordo com a licenca GPL!, assegurando que

qualquer pessoa possa modificar e redistribuir livremente o programa desenvolvido.

LGPL significa General Public License, utilizada em programas ditos livres. Mais informacdes sobre a
licenga podem ser encontradas em hitp://www.gnu.org/copyleft/gpl.hitml
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Apeéendice A - Programa Maple

A.1 SemkEstabilizacao.mws

Programa SemEstabilizacio.mws

>

> restart;

> with(plots):

> with(plottools):

> eqL=D(D(x))(t) “x(t) + D(D(y)) (1) y(t) + D(D(2)) (1) 4(t)=
2%D(x)(1)-2#D(y)(1)-2"D(z) (1)

> eq2:=D(D(x))(t)-x(t) /2(t)"D(D(2) (1) =x(t) /2(t)";
> eq3:=D(D(y))(t)-y(t) /2(t)D(D(2) (1) =y t) (1) s
> g:=9.81;

> 1:=5:;

> x.0:=r/sart(2);

> v.0:=0.0;

> 2.0:=-1/sqrt(2);

> xp_0:=0.0;

> yp_0:=sqrt(-(x_024y_02)/z_0*g);
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> zp_0:=0.0;

> ci:=x(0)=x-0,D(x)(0)=xp-0,y(0)=y-0,D(y)(0)=yp-0,2(0)=2-0,D(z) (0)=2zp-O0;
> eql;

> eq2;

> eq3;

> ci;
>Solution:=dsolve(eql,eq2,eq3,ci,x(t),y(t),z(t),type=numeric,method=classical|[rk4]
,corrections=4, maxfun=-1,output=listprocedure);

> odeplot(Solution,[t,z(t)],0..5,numpoints=1000);

> odeplot(Solution,[t,diff(z(t),t)],0..5,numpoints=1000);

> ax:=subs(Solution,x(t)):

> ay:=subs(Solution,y(t)):

> az:=subs(Solution,z(t)):

> plot([sqrt(ax(t)2+ay(t)2+az(t)2),5],t=0..1,labels=[t,raio] );

A.2 ComkEstabilizacao.mws

Programa ComEstabilizacao.mws
>

> restart;

> with(plots):

> with(plottools):

>

eql:=D(D(x))(t)*x(t)+D(D(y)) (t)*y(t)+D(D(2)) (t)*2(t)=
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2D (x) (£)-2*D(y) ()-2*D(2) (t)-2*alpha* (D(x) (t) *x(t)+
D(y)(t) *y(t)+D(z) (t) *a(t))-betad /2* (x(6)2-+y ()2 (t)2-12);
> eq2:=D(D(x))(t)-x(t) /2(t) "D(D () (t)=x(t) /a(t) *s;

> eq3:=D(D(y))(t)-y(t),/a(t) "D(D(z)) (t)=y(t) /a(t)"s;

> g:=9.81;

> 1:=9;
> alpha:=10.0;
> beta:=10.0;

> x_0:=r/sqrt(2);

> y_0:=0.0;

> 7 0:=-r/sqrt(2);

> xp_0:=0.0;

> yp_0:=sqrt(-(x_024+y_02)/2z.0*g);

> zp_0:=0.0;

> ci:=x(0)=x-0,D(x)(0)=xp-0,y(0)=y-0,D(y)(0)=yp-0,2(0)=2-0,D(z) (0)=2zp_0;

> eql;
> eq2;
> eq3;

> ci;

>Solution:=dsolve(eql,eq2,eq3,ci,x(t),y(t),z(t),type=numeric,method=classical|[rk4]

,corrections=4, maxfun=-1,output=listprocedure);
> odeplot(Solution,[t,z(t)],0..30,numpoints=1000);
> odeplot(Solution,[t,diff(z(t),t)],0..30,numpoints=1000);

> ax:=subs(Solution,x(t)):
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> ay:=subs(Solution,y(t)):
> az:=subs(Solution,z(t)):

> plot([sqrt(ax(t)2+ay(t)2+az(t)2),5],t=0..30,labels=]t,raio] );

A.3 ComkEstabilizacao02.mws

Programa ComEstabilizacao02.mws

>

> restart;

> with(plots):

> with(plottools):

> with(LinearAlgebra):

> 1:=0;

> 0:=9.81;
>F:=(t,x,y,z,u,v,w)->evalf(LinearSolve(Matrix([[1,0,0,0,0,0],[0,1,0,0,0,0],]0,0,1,0,0,0
1,[0,0,0,x,¥.2],[0,0,0,1,0,-x/2],[0,0,0,0,1,-y/2]]), Vector([u,v,w,-u2-v2-w2-2*alpha*
(x*uty*vz*w)-beta2 /2% (x24y2+22-12) x/7z*g,y /2*g]))):;

> t0:=0.0;

> x_0:=r/sqrt(2);

> y_0:=0.0;

> 7.0:=-1/sqrt(2);

> u_0:=0.0;

> v_0:=sqrt(-(x_024+y_02)/z_0*g);

> w_0:=0.0;
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> Theknd:=false;
> LastStep:=false;
> t:=t0;

> x_1:=x_0;

>y li=y_0;

> 7_1:=7.0;

> u_l:=u.0;

> v_1:=v_0;

> w_l:=w_0;

> tsim:=30;

> tol::evalf(l()z-?)));
> betasim:=0.9;
> cont:=0;

> tempolcont|:=t0;
> x[cont]:=x_1;

> y[cont]:=y_1;

> z[cont|:=z_1;

> ufcont]:=u_l;

> v[cont]:=v_1;

> wlcont]:=w_1;
> cont:=cont+1;
> h:=0.01;

> alpha:=1/h;

> beta:=sqrt(2)/h;
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> for i while TheEnd=false do
> f0:=F(t,x_1,y_1,z_1,ul,v_1,w_1);
F1:=F(t+h/3.0,x_1+h/3.0%0[1],y_1+h/3.0%0[2],z_1+h /3.0%f0[3],u_1+h/3.0*f0[4],

v_1+h/3.0%0[5),w_1+h/3.0*f0[6]);

£2:=F (t+h/3.0,x_1+h/6.0%(f0[1]+£1[1]),y_1+h/6.0% (f0[2] +-£1]2]),2_14+h/6.0* (f0[3]+

£1[3]),u_1+h/6.0%(f0[4] +£1[4]),v_1+h/6.0%(f0[5]+£1[5]),w_1+h /6.0%(0[6] +-£1[6]));
£3:=F (t+h/2.0,x_1-+h/8.0%(F1[1]+3.0%(2[1]),y_1+h/8.0%(f1[2]+3.0¥2[2]) z_1+
h/8.0%(f1[3]4+3.0%12[3]),u_1+h/8.0%(f1[4]+3.0%2[4]),v_1+h /8.0%(£1]5]+3.0*2[5])
w_1+h/8.0%(f1[6]+3.0%2[6]));

f4:=F (t4h,x_14+h/2.0%(f0[1]-3.0%{2[1]+4.0%3[1]),y_1+h/2.0%(f0[2)-3.0%(2[2] +
4.0%63[2]),2_1+h/2.0%(f0[3]-3.0%£2[3] +4.0*13[3]),u_14+h /2.0 (0[4]-3.0*12[4] +
4.0%£3[4]),v_14h/2.0%(0[5]-3.0%£2[5]+4.0*3[5]),w_1+h,/2.0*(f0[6]-3.0*£2[6]+
4.0%13[6)));

v 4:=Vector([x 1,y 1,2 1,u_1,v_1,w_1])+h/2.0%(0-3.0*{244.0*£3);

> y_=Vector([x_1,y 1,2 1,u_1,v_1,w_1])+h/6.0%(f0+4.0*{3+f4);
est:=evalf(Norm(y_-y_4,Euclidean) /5.0);

> if (estjevalf(tol)) then

> tempolcont]:=t+h;

> x[cont]:=y_[1]:

> yleont]:=y [2]:

> zlcont]:=y_[3]:

> wfcont]:=y_[4]:

> v]cont]:=y_[5]:

> w(cont]:=y_[6]:
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> passo[cont|:=h:

> cont:=cont+1:

> t:=t+h:

> x_l:i=y_[1]:

>y li=y_[2]:

>z 1:=y_[3]:

> u_l:=y_[4]:

> v_l:=y_[5]:

> w_l:=y_[6]:

> end if:

> if (abs(est)>1e-12) then
> h_:=h*evalf(0.9%tol /est)(1/4);
> else

> h_:=1.8%h;

> end if:

> if (h->2.0*h) then
> h_:=2.0%h;

> end if:

> if (h_jh/4.0) then
> h_:=h/4.0;

> end if:

> h:=h_;

> alpha:=1/h:

> beta:=sqrt(2)/h:
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> if (LastStep=true) then

> TheEnd:=true;

> next:

> end if;

> if (t>tsim) then

> h:=h-(t-tsim);

> LastStep:=true;

> end if;

> end do:

> cont;

> Solraio:=[t0,sqrt(x_02-+y_02+2_02))]:
> Solz:=[t0,z_0]:

> Solw:=[t0,w_0]:

> StepSize:=[t0,passo[1]]:

> for i from 1 to cont-1 do

> Solraio:=Solraio, [tempoli] ,sqrt (x[i]2+y[i]2+2[i]2)]:
> Solz:=Solz,[tempoli],z[i]]:

> Solw:=Solw, [tempoli],wli]]:

> StepSize:=StepSize, [tempoli],passoli]]:
> end do:

> listplot([Solraio],labels=[tempo,raio],view=[0..30, 5.000006..5.000009]);
> listplot([Solz],labels=[tempo,z]);

> listplot([Solw],labels=[tempo,zp]);

> listplot([StepSize|,labels=[tempo,passo],view=[0..30, 0.00544..0.00548]);
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A.4 ComProjecao.mws

Programa ComProjecao.mws
>

> restart;

> with(plots):

> with(plottools):

> with(LinearAlgebra):

> m:=10.0;

> 0:=0.81;

> 1:=5.0;

Inserindo a funcao F tal que y'=F(y)
>

> F:=proc(y)

>Sol:=evalf(LinearSolve(Matrix([[m,0,0,2*y[1]],[0,m,0,2*y[2]],[0,0,m,2*y[3]],

>[2%y[1],2*y[2],2*y[3],0]]), Vector([0,0,-m*g,-2*y[4]2-2*y[5]2-2*y[6]2]))):

> evalf(Vector([y[4],y[5],y[6],50l[1..3]]))
> end proc;

> F_DeltaY:=proc(y)

>SolDy:=evalf(LinearSolve(Matrix([[1,0,0,2*y[1]],[0,1,0,2*y[2]],[0,0,1,2*y[3]],

>[2*%y[1],2%y[2],2*y[3],0]]), Vector([0,0,0,-y[1]2-y [2]2-y[3]2+12))) ):

> evalf(Vector([SolDy/[1..3]]))

> end proc;

> F_DeltaYp:=proc(y)

>SolDyp:=evalf(LinearSolve(Matrix([[1,0,0,2*y[1]],]0,1,0,2*y[2]],[0,0,1,2*y[3]],
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>[2%y(1],2%y[2],2*y[3],0]]), Vector([0,0,0,-2*y[1]*y[4]-2*y 2] *y[5]-2*y[3]*y[6]]))):
> evalf(Vector([SolDyp[1..3]]))

> end proc;

Inserindo as condigoes iniciais

>

> x0:=evalf(r/sqrt(2));

> y0:=0.0;

> 70:=-evalf(r/sqrt(2));

> y:=Vector([x0,y0,20,0.0,sqrt(-(x024+y02) /z0*g),0.0]);
> TheEnd:=false;

> LastStep:=false;

> h:=0.5;

> tsim:=30;

> cont:=1;

> tol:=1e-3;

> t:=0.0;

> Projecao:=true;

> for i while TheEnd=false do

> f0:=F(y);

> f1:=F(y+h/3.0*{0);

> 2:=F (y+h/6.0%(f0+£1));

> £3:=F(y+h/8.0%(f1+3.0*2));

> y_d:=evalf(y+h/2.0%(0-3.0%f24+4.0*{3));

> f4:=F(y_4);
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> y_=evalf(y+h/6.0*(f044.0*{3+{4));
> est:=evalf(Norm(y_-y_4,Euclidean)/5.0);
> if (estjevalf(tol)) then

> if (Projecao=true) then

> Fim_Proj:=false:

> while Fim_Projj>true do

> y_[1..3]:=y_[1..3]+F_DeltaY(y.):

> if (abs(y-[1)2+y-[2]2+y-[3]2-12) | evalf(tol)) then
> Fim_Proj:=true:

> end if:

> end do:

> y_[4..6]:=y_[4..6]+F DeltaYp(y-):

> end if:

> tempo[cont|:=t+h;

> sol[cont]:=evalf(y_):

> passo[cont|:=h:

> cont:=cont+1:

> t:=t+h:

> yi=y_

> end if:

> if (abs(est)>1e-12) then

> h,::h*evalf(0.9*tol/est)61/4);

> else

> h_:=1.8%h;
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> end if:

> if (h->2.0*h) then
> h_:=2.0*h;

> end if:

> if (h_jh/4.0) then

> h_:=h/4.0;
> end if:
> h:=h

> if (LastStep=true) then
> TheEnd:=true;

> next:

> end if;

> if (t>tsim) then

> h:=h-(t-tsim);

> LastStep:=true;

> end if;

> end do:

> cont;

> Solraio:=[0.0,sqrt(sol[1][1]2+sol[1][2]2+s0l[1][3]

> Solz:=[0.0,s0l[1][3]}:
> Solv:=[0.0,s0l[1][5]):
> Solw:=[0.0,s0l[1][6]]:
> StepSize:=[0.0,passo|1]]:

> for i from 1 to cont-1 do
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> Solraio:=Solraio, [tempoli],sqrt(sol[i][1]2+4sol[i][2]2+sol[i][3]2)]:

> Solz:=Solz,[tempoli],sol]i][3]]:

> Solv:=Solv,[tempoli],sol[i][5]]:

> Solw:=Solw, [tempoli],sol[i] [6]]:

> StepSize:=StepSize, [tempoli],passoli]]:

> end do:

> listplot([Solraio|,labels=[tempo,raio],view=[0..30,5-1e-6..5+1e-6]);

> listplot([Solz|,labels=[tempo,z|,view=][0..30,evalf(-5*sqrt(2) /2-2¢-2)..
>evalf(-5*sqrt(2)/2+1e-2)]);

> listplot([Solw],labels=[tempo,zp]);

> listplot([StepSize],labels=[tempo,passo|,view=[0..30, 0.0..0.25]);

A.5 Formulacao Simbdlica

> restart;

> with(LinearAlgebra):

> with(plots):

href é a referéncia para a energia potencial

>

> href:=0:

g é a gravidade

>

> gi=g:

Abaixo, devemos entrar com uma matriz de dimensdo nx13, onde n é o ndimero de corpos. A estrutura de uma dada linha i
dessa matriz, referente ao corpo i, é da forma [x ,y ,z, wx , wy , wz , m , Ixx , Ixy , Ixz , Iyy , Iyz , Izz],
onde x = x(varl(t),var2(t),... , y = y(varl(t),var2(t),... , z = z(varl(t),var2(t),... ,

w[] = w[](varl(t),var2(t),... , etc. As coordenadas x, y, z sao do centro de massa e os componenetes

do vetor velocidade angular devem estar representados numa base fixa ao corpo igual aquela utilizada

na representagao matricial do tensor de inércia. Como as varidveis do centro de massa bem como

os componenetes do vetor velocidade angular sao escritos em fungdo das fungoes

(graus de liberdade) varl(t),..., devemos inserir todas essas varidaveis no vetor CoordVec.

>

>

> NCorpos:=3:
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vV V. V V V V V V V V V V V V V V

\

>
>
>
>

NCol:=13:

Data:=Matrix(NCorpos,NCol):

x:=0:

y:=1[2]/2:

2:=0:

wx:=-diff(phi(t),t):

wy:=0:

wz:=0:

Data[1,1..NCol]:=ix,y,z,wx,wy,wz,m,Ixx,0,0,lyy,0,Izz>:
x:=1[3]/2*cos(theta[1](t))*cos(phi(t)):

y:=1[2]+1[3] /2*sin(theta[1](t)):

2z:=1[3]/2%cos(theta[1](t))*sin(phi(t)):

wx:=-diff(phi(t),t)*sin(theta[1](t)):

wy:=-diff(phi(t),t)*cos(theta[1](t)):

wz:=diff(theta[l](t),t):

Data(2,1..NCol]:=ix,y,z,wx,wy,wz,m,Ixx,0,0,Iyy,0,lzz>:
x:=1[3]*cos(theta[1](t))*cos(phi(t))+1[4] /2*cos(theta[1](t)+theta[2](t))*cos(phi(t)):
y:=1[2]+1[3]*sin(theta[1](t))+1[4] /2*(sin(theta[1](t)+theta[2](t))):
z:=1[3]*cos(theta[1](t))*sin(phi(t))+1[4] /2*(cos(theta[1] (t)+theta[2] (t)))*sin(phi(t)):

wx:=-diff(phi(t),t)*(sin(theta[l](t)+thetal2](t))):
wy:=-diff(phi(t),t)*(cos(theta[1](t)+thetal2](t))):
wz:=diff(theta[1](t),t)+diff(theta[2](t),t):

Data[3,1..NCol]:=jx,y,z,wx,wy,wz,m,Ixx,0,0,lyy,0,Izz>:

Entrando com o vetor das coordenadas

>

>

CoordVec:=Matrix([[phi(t),theta[1](t),theta[2](t)]]):

Obtendo as equagbes de movimento

>

>

>

vV V. V V V V V V V

vV V. V V V

printf(” Obtendo o Lagrangeano do sistema...”);
L:=0:

for i from 1 to RowDimension(Data) do

ECtrans:=1/2*Datali,7]*(diff(Datal[i,1],t)2+diff(Datali,2],t) 24diff(Datal[i,3],t)2):

:=Matrix([[Datal[i,8],Datali,9],Datali,10]],[Data[i,9],Data[i,11],Datal[i,12]],[Data[i,10],Datali,12],Datal[i,13]]]):

Omega:=Matrix([[Datal[i,4],Datal[i,5],Datal[i,6]]]):

ECrot:=1/2*MatrixMatrixMultiply (Omega,MatrixMatrixMultiply (In, Transpose(Omega))):

EP:=Datal[i,7]*g*(Datal[i,2]+href):
L:=L+ECtrans+ECrot[1,1]-EP:

end do:

printf(” Transformando as varidveis temporais em algébricas...”);

L1:=L:
TransMatx:=Matrix(3,ColumnDimension(CoordVec)):
for i from 1 to ColumnDimension(CoordVec) do
TransMatx|[1,i]:=CoordVec[1,i]:
TransMatx[2,i]:=varl[i]:

TransMatx[3,i]:=dvarl[i]:

Ll:=subs(TransMatx[1,i]=TransMatx|[2,i],diff(TransMatx[1,i],t)=TransMatx[3,i],L1):

end do:

Ll:=expand(L1):

printf(” Derivando o Lagrangeano”);

for i from 1 to ColumnDimension(TransMatx) do

EqgMovDatali,1]:=diff(L1,TransMatx[3,i]):
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> EqMovDatali,2]:=diff(L1,TransMatx(2,i]):

> end do:

> printf(” Transformando as varidveis algébricas em temporais...”);

> for i from 1 to ColumnDimension(TransMatx) do

> for j from 1 to ColumnDimension(TransMatx) do

EgMovDatal[i,1]:=subs(TransMatx[2,j]=TransMatx[1,j], TransMatx[3,j]=diff(TransMatx[1,j],t),EqMovDatali,1]):
> EqMovDatal[i,2]:=subs(TransMatx[2,j]=TransMatx[1,j], TransMatx[3,j]=diff(TransMatx[1,j],t),EqMovDatal[i,2]):
> end do:

> end do:

> printf(” Obtendo as equagdes de movimento”);

\

for i from 1 to ColumnDimension(TransMatx) do

EgMov/[i]:=simplify (simplify (diff(EqMovDatali,1],t)-EqMovDatal[i,2]=0,’symbolic’),’size’):
end do:

printf(” Escrevendo equagdes de movimento”);

for i from 1 to ColumnDimension(TransMatx) do

printf(” Equacdo de movimento para %a”,TransMatx[1,i]);

EqgMovl|i];

vV V. V V V V V

end do;

A.6 Funcoes Matlab

A.6.1 Torque_Robo_Phi.m

function T=Torque_Robo_Phi ( phi , der_phi , thetal , der_thetal , theta2 , der_theta2 , tempo)
%o

m = 8.8227231446355;

Ixx = .3970225415e-2;

Iyy = .11962142129798;

Izz = .11962142129798;

1=0.4;
g = 9.80665;
%

K_phi = 10.0;

K_thetal = 10.0;

K_theta2 = 10.0;

%

phi = phi*pi/180;

thetal = thetal*pi/180;

theta2 = theta2*pi/180;

%

phi_.d = 30.0 * ( 1.0 - exp(-1.3158*tempo) )*pi/180.0;
der_phi_d = 30.0 * 1.3158 * exp(-1.3158*tempo)*pi/180.0;
der2_phi_d = - 30.0 * 1.3158 * 1.3158 * exp(-1.3158*tempo)*pi/180.0;

%
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thetal_d = 35.0 * ( 1.0 - exp(-1.3158*tempo) )*pi/180.0;

der_thetal_d = 35.0 * 1.3158 * exp(-1.3158*tempo)*pi/180.0;

der2_thetal_-d = - 35.0 * 1.3158 * 1.3158 * exp(-1.3158*tempo)*pi/180.0;

%

theta2_d = 10.0 * ( 1.0 - exp(-1.3158*tempo) )*pi/180.0;

der_theta2.d = 10.0 * 1.3158 * exp(-1.3158*tempo)*pi/180.0;

der2_theta2.d = - 10.0 * 1.3158 * 1.3158 * exp(-1.3158*tempo)*pi/180.0;

%

erro_phi = (phi_d-phi);

erro_der_phi = (der_phi_d - der_phi);

%

erro_thetal = (thetal_d-thetal);

erro_der_thetal = (der_thetal_d - der_thetal);

%

erro_theta2 = (theta2_d-theta2);

erro_der_theta2 = (der_theta2_d - der_theta2);

%

T =

.2500000000* (((8.*Iyy-8.*Ixx+2.*m*12)*cos(theta2)2+4.*m*12*cos(theta2)+4.*m*12) *cos(thetal)2+8.*sin(thetal)*
((-1.*Iyy+Ixx-.2500000000*m*12) *cos(theta2)-.5000000000*m*12) *sin (theta2) *cos (thetal)+
(-4.*Iyy+4.*Ixx-1.¥*m*12) *cos(theta2) 248.*Ixx+m*12+44. *Iyy)* (der2_phi-d+K_phi* (erro_phi+erro_der_phi
))+4.*der_phi*((((-1.*Iyy+Ixx-.2500000000*m*12) *cos(theta2)-.5000000000*m*12) *sin(theta2)*cos(thetal)2
+sin(thetal)*((-1.*Iyy+Ixx-.2500000000¥m*12) *cos (theta2)2-.5000000000*m*12*cos (theta2)-.5000000000*m*12
)*cos(thetal)-.5000000000*((-1.*Iyy+Ixx-.2500000000*m*12) *cos (theta2)-.5000000000*m*12)*
sin(theta2))*der_thetal4(((-1.*Iyy+Ixx-.2500000000*m*12)*cos(theta2)-.2500000000*m*12)*sin(theta2)
*cos(thetal)2+sin(thetal)*((-1.*Iyy+Ixx-.2500000000*m*12)*cos(theta2)2-.2500000000* m*12*
cos(theta2)-.5000000000*Ixx+.5000000000*Iyy+.1250000000*m*12)*cos(thetal)-.5000000000*cos(theta2)*

sin(theta2)*(-1.*Tyy+Ixx-.2500000000*m*12) ) *der_theta2);

A.6.2 Torque Robo_thetal.m

function T=Torque_Robo_thetal ( phi , der_phi , thetal , der_thetal , theta2 , der_theta2 , tempo)
%

m = 8.8227231446355;

Ixx = .3970225415e-2;

Iyy = .11962142129798;

Izz = .11962142129798;

1=0.4;
g = 9.80665;
%

K_phi = 10.0;

K_thetal = 10.0;
K_theta2 = 10.0;

%

phi = phi*pi/180;
thetal = thetal*pi/180;

theta2 = theta2*pi/180;
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%

phi_d = 30.0 * ( 1.0 - exp(-1.3158*tempo) )*pi/180.0;

der_phi_d = 30.0 * 1.3158 * exp(-1.3158*tempo)*pi/180.0;

der2_phi_d = - 30.0 * 1.3158 * 1.3158 * exp(-1.3158*tempo)*pi/180.0;
%

thetal_d = 35.0 * ( 1.0 - exp(-1.3158*tempo) )*pi/180.0;
der_thetal_d = 35.0 * 1.3158 * exp(-1.3158*tempo)*pi/180.0;
der2_thetal_-d = - 35.0 * 1.3158 * 1.3158 * exp(-1.3158*tempo)*pi/180.0;
%

theta2_.d = 10.0 * ( 1.0 - exp(-1.3158*tempo) )*pi/180.0;
der_theta2.d = 10.0 * 1.3158 * exp(-1.3158*tempo)*pi/180.0;
der2_theta2.d = - 10.0 * 1.3158 * 1.3158 * exp(-1.3158*tempo)*pi/180.0;
%

erro_phi = (phi-d-phi);

erro_der_phi = (der_phi-d - der_phi);

%

erro_thetal = (thetal_d-thetal);

erro_der_thetal = (der_thetal_d - der_thetal);

%

erro_theta2 = (theta2_d-theta2);

erro_der_theta2 = (der_theta2_d - der_theta2);

%

T =

.2500000000* (6.*m*124-4.*m*12*cos (theta2)+8.*1zz) *(der2_thetal -d+K_thetal*

(erro_thetal+erro_der_thetal))+.2500000000* (4.*Izz+m*lé+2.*m*lﬁ*

cos(theta2))*(der2_theta2_d+K_theta2*(erro_theta24erro_der_theta2))4.2500000000*
(-8.*cos(thetal)*sin(thetal)*(-.2500000000*m*12+Ixx-1.*Tyy)*cos(theta2)2+(-8.*
sin(theta2)*(-.2500000000*m*12+Ixx-1.*Iyy)*cos(thetal)2+4.*m*12*cos(thetal)*sin(thetal)+
4.*sin(theta2)*(-.2500000000*m*12+Ixx-1.*Iyy))*cos(theta2)+4.*m* (12*cos(thetal)2*sin(theta2)+
sin(thetal)*12*cos(thetal)-.5000000000*%12*sin(theta2)))*der_phi24.5000000000* (-1.*12*

sin(theta2)*der_theta22-2.*12*der_thetal*sin(theta2)*der_theta2+g*(3.*1*cos(thetal)-1.*1*

sin(thetal)*sin(theta2)+1*cos(thetal)*cos(theta2)))*m;

A.6.3 Torque_Robo_theta2.m

function T=Torque_Robo_theta2 ( phi , der_phi , thetal , der_thetal , theta2 , der_theta2 , tempo)

%

m = 8.8227231446355;
Ixx = .3970225415e-2;
Iyy = .11962142129798;

Izz = .11962142129798;

1=0.4
g = 9.80665;
%

K_phi = 10.0;
K_thetal = 10.0;

K_theta2 = 10.0;
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%

phi = phi*pi/180;

thetal = thetal*pi/180;

theta2 = theta2*pi/180;

%

phi_d = 30.0 * ( 1.0 - exp(-1.3158*tempo) )*pi/180.0;

der_phi_-d = 30.0 * 1.3158 * exp(-1.3158*tempo)*pi/180.0;

der2_phi_d = - 30.0 * 1.3158 * 1.3158 * exp(-1.3158*tempo)*pi/180.0;

%

thetal_d = 35.0 * ( 1.0 - exp(-1.3158*tempo) )*pi/180.0;

der_thetal_d = 35.0 * 1.3158 * exp(-1.3158*tempo)*pi/180.0;

der2_thetal_-d = - 35.0 * 1.3158 * 1.3158 * exp(-1.3158*tempo)*pi/180.0;

%

theta2_d = 10.0 * ( 1.0 - exp(-1.3158*tempo) )*pi/180.0;

der_theta2.d = 10.0 * 1.3158 * exp(-1.3158*tempo)*pi/180.0;

der2_theta2.d = - 10.0 * 1.3158 * 1.3158 * exp(-1.3158*tempo)*pi/180.0;

%

erro_phi = (phi_d-phi);

erro_der_phi = (der_phi_d - der_phi);

%o

erro_thetal = (thetal_d-thetal);

erro_der_thetal = (der_thetal_d - der_thetal);

%

erro_theta2 = (theta2_d-theta2);

erro_der_theta2 = (der_theta2_d - der_theta2);

%

T =

.2500000000% (4.*Izz42.*m*12*cos(theta2)+m*12)*(der2_thetal _d+K_thetal*
(erro_thetal+erro_der-thetal))+.2500000000% (m*12+4.*1zz)*(der2_theta2_d+K_theta2*
(erro_theta2+erro_der_theta2))4.2500000000*(-8.*sin(thetal)*cos(thetal)*(-1.*¥Iyy4Ixx-
.2500000000*m*12) *cos (theta2)2+(-8.*sin (theta2)* (-1.*¥Iyy+Ixx-.2500000000*m*12) *cos (thetal) 2+
2.*m*12*cos(thetal)*sin(thetal)44.*sin(theta2)*(-1.*Iyy+4Ixx-.2500000000¥*m*12) ) *cos(theta2) +

4.*cos(thetal)*(.5000000000*m*12*sin(theta2)*cos(thetal)+sin(thetal)*(-1.*¥Iyy+Ixx-.2500000000%

m*12)))*der_phi2+.5000000000* (I*der_thetal2*sin(theta2)+g*(-1.*sin(thetal)*sin(theta2)+cos(thetal)*

cos(theta2)))*m*1;



Anexo A - Solucao Numérica

Neste anexo serd apresentada a solugao numérica de um ponto de vista mais aplicado,
onde serao feitas referéncias esfecificas a implementacao computacional. A solucao aqui
mostrada refere-se ao método que utiliza a decomposicao LDL? na matriz dos coeficientes
do sistema linear fornecendo as aceleragoes e multiplicadores de Lagrange, Eq. (4.20),

mostrada abaixo

- . (A.1)

Como a matriz dos coeficientes da Eq. (A.1) é simétrica e a matriz M é constante
e diagonal, esta matriz pode ser representada da forma mostrada na Fig. (A.1), onde a
matriz é dividida em partes. A parte indicada pelo niimero um é constituida pela matriz
diagonal M, o niimero dois indica o jacobiano ¥, € o numero trés indica a matriz composta
de zeros. Como a matriz M é diagonal, somente as matrizes indicadas pelos ntimeros dois
e trés terao seus valores alterados durante o processo de fatoracdo. A fatoracao LDL”

implementada ¢ realizada utilizando-se a férmula de Doolittle.

Agora, vamos obter as férmulas de Doolittle. Supondo A uma matriz quadrada

genérica inversiva temos que, ao fatorarmos a matriz A na forma A = LU, com L
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FIGURA A.1 - Gréfico ilustrando a matriz dos coeficientes da Eq. (A.1)

triangular inferior com diagonal unitaria e U triangular superior, um dado termo a;; da
matriz A serd escrito em fungao dos termos das matrizes L e U da seguinte forma (DUFF;

ERISMAN; REID, 1989)

min(i.j)

A5 = Z lipupj. (AQ)
p=1

Rearranjando a Eq. (A.2) podemos escrever

1 — o
lij = ?(aij — Zlipum), 1> (AS)
73 p=1
i—1
wy = (=) lpuy), <] (A.4)
p=1

As Eqgs. (A.3, A.4) permitem a obtengao das matrizes L e U a partir da matriz A.
Para tal, esta obtencao deve ser realizada linha a linha, onde determina-se a primeira linha

das matrizes L e U e assim sucessivamente. Uma variacao da decomposicao A = LU é
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a decomposicao A = LDQ, onde D é uma matriz diagonal e Q é uma matriz triangular
superior com os elementos da diagonal unitarios. Obviamente, temos que DQ = U. Caso
a matriz A seja simétrica, podemos escrever A = LDQ = AT = (LDQ)T = Q'DL” =
Q = L”. Logo, para uma matriz simétrica, podemos utilizar as férmulas de Doolittle para
obter as matrizes L e D tais que A = LDL”. Neste caso os termos d;; da matriz diagonal
D s@o obtidos a partir da formula dada pela Eq. (A.4), ja que d;; = uy;. Contudo, deve-se
observar que os termos uy,;, p < j nao sao gerados, visto que somente os termos da diagonal
devem ser obtidos. Como esses termos aparecem nas Eqgs. (A.3, A.4), observando-se que,

para p < j, up; = ljpd,,, podemos reescrever as Eqgs. (A.3, A.4) da seguinte maneira

1 & o
lij = I(aij — Z lipljpdpp)a 1> (A5)
73 p=1
i—1
diy = (aii - Zlipljpdpp)‘ (A'6)
p=1

Observando-se a Fig. (A.2), vemos que, ao aplicarmos a decomposicao LDL? & matriz
dos coeficientes, fazendo uso das férmulas de Doolittle, a parte indicada pelo niimero um
fica inalterada. De fato, a decomposicao comeca a partir da primeira linha apds a matriz
diagonal de massa M. Nesta parte, os elementos referentes ao jacobiano, indicados na

Fig. (A.2) com o nimero dois, sdo obtidos com o uso da Eq. (A.5), cujo resultado é

i = =2, (A7)

indicando que os valores [;; referentes a parte de nimero dois na Fig. (A.2), oriundos da

decomposicao LDL?, sao obtidos simplesmente pela divisao dos elementos do jacobiano
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FIGURA A.2 — Gréfico ilustrando a matriz dos coeficientes da Eq. (A.1)

pelos elementos da matriz de massa na mesma coluna. A Fig. (A.3) ilustra o processo,

onde uma coluna da matriz dos coeficientes é destacada. Note que é mais eficiente arma-

zenar diretamente os inversos dos elementos da matriz de massa diagonal M, visto que

a operacao de divisao requer um numero muito maior de ciclos do processador para ser

efetuada do que a operacao de multiplicacao.

/.\

0.6

0.1

-0.5

1

FIGURA A.3 — Grafico ilustrando o processo de fatoragao

*1/3
*1/3
*1/3
*1/3
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2], M(2],

q q

FIGURA A.4 — Grafico ilustrando o processo de fatoracao.

A obtengao dos termos referentes a parte indicada com o nimero trés na Fig. (A.2)
requer um pré-processamento, visto que é necessario conhecer antecipadamente o padrao
de preennchimento desta matriz durante o processo de fatoragao, ja que esta matriz é,
apos o processo de fatoracao, esparsa. Note que este pré-processamento é necessario por
questoes de eficiencia, pois, além desta matriz ser, ao final do processo de fatoracao,
esparsa, este padrao de preenchimento é também invariante durante a simulacao. Assim,
¢ melhor adotar uma estrutura de dados que seja gerada inicialmente do que utilizar uma
estrutura dinamica de dados!. O padrao inicial de preenchimento é obtido através do
emprego de matrizes booleanas. Observando-se que, caso fizéssemos uso da fatoragao
tradicional de Gauss, quando a sub-matriz a ser fatorada fosse a matriz indicada pelo
nimero trés na Fig. (A.2), esta matriz seria igual a ¢ M(¢p )7, uma matriz de fato
simétrica, positiva definida. A Fig. (A.4) ilustra quando a sub-matriz do processo de

eliminagao de Gauss coincide com a matriz indicada pelo nimero trés na Fig. (A.2). Neste

Note-se que a estrutura de dados utilizada é alocada inicialmente, fazendo uso de arrays. No caso de
utilizarmos uma estrutura dindmica (listas encadeadas) para acomodar os preenchimentos, terfamos um
decréscimo severo de eficiéncia, visto que arrays sao alocados sequencialmente na meméria do computador,
viabilizando o acesso mais rapido aos elementos da matriz, representados nesses arrays.
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ponto, os preenchimentos originaram na matriz originalmente nula a matriz cqu(goq)T.

Ao aplicarmos a eliminagao de Gauss nesta matriz teriamos ainda outros preenchimentos.

nm A4 T

n =4+

m | M| |

nm| 4|47

— | m| -
4| |n|+

FIGURA A.5 — Grafico ilustrando o processo de fatoracao

O programa implementado ao realizar o pré-processamento para obtencao desses pre-
enchimentos primeiro forma uma matriz booleana para o jacobiano, onde esta matriz
terd um elemento verdadeiro quando no jacobiano este for diferente de zero. Apds a ob-
tencao desta matriz ocorre a multiplicacao booleana desta pela sua transposta?. Obtido
o resultado desta multiplicagao matricial, o programa aplica uma rotina de eliminacao
Gaussiana a matriz booleana resultante da multiplicacao matricial conduzida anterior-
mente. A Fig. (A.5) ilustra a eliminagdo de Gauss aplicada a uma matriz booleana.
Os numeros nos campos em vermelho constituem os preenchimentos. Esta eliminacao
é realizada escolhendo-se sempre os pivos da diagonal, ja que estes produzem uma fa-
toragao estavel, devido ao fato da matriz ser positiva definida (DUFF; ERISMAN; REID,
1989). Escolhendo-se os pivos na diagonal preserva-se a simetria durante o processo de
fatoragao. Na busca do melhor pivo na diagonal a cada passo, visando a minimizacao dos
preenchimentos, utiliza-se o método de grau minimo, onde escolhe-se o pivo pertencente
a linha com o menor nimero de entradas. Este critério de escolha é uma modificacao do

critério de Markowitz, adaptado a matrizes simétricas, positivas definidas. A propriedade

2Note que a matriz M ¢ irrelevante dada & natureza das operagoes (booleanas) envolvidas.
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da simetria da matriz gqu(goq)T é trivial de ser observada. Contudo, o fato desta matriz
ser positiva definida é mais sutil a primeira vista. Assim, antes de darmos continuidade
T

a questao da fatoracao da matriz dos coeficientes, vamos provar que a matriz ¢, M(¢,)

é, de fato, positiva definida.

Teorema 1 Seja ¢ : R" — R! uma tranformac3o linear tal que dim(N) (goq) =n—I,
onde N (¢,) é o niicleo de ¢, e dim(N) (¢,) é a dimensdo do nicleo. Seja ainda M :
R" — R"™ uma transformacao linear positiva definida. Afirmamos que a transformac3o linear

e Mg, : R' — R!, onde ¢ : R' — R" é a adjunta de ¢, ¢ positiva definida.

Prova Para todo v € R seja u = e, v. Como M ¢ positiva definida, temos que
qualquer que seja u, {(u,Mu) > 0 e (u,Mu) = 0 se, e somente se, u = 0. Como
(v, pMpv) = (p.v,Mep.v), basta provar que v = 0 se, e somente se, v = 0.
Como dim(Im(yp,)) = dim(Im(p,)) = 1, onde Im(p,) ¢ a imagem de @ , temos que

dim(N) (¢,) =0, o que prova o teorema. <

q

Note que a abordagem empregada na formulagao e prova do teorema consiste em trans-
formagoes lineares. Embora esta abordagem seja a mais apropriada num curso de Algebra
Linear, onde estudam-se os espacos vetoriais a as transformacoes lineares entre eles, em
cursos de engenharia, infelizmente, é comum a apresentagao da Algebra Linear através
do conceito de matrizes. No nosso caso, o uso direto das transformagoes lineares, além de
permitir uma compacidade maior em relacao a prova, cuja validade independe de sistemas
de coordenadas, permite um maior aprofundamento dos conceitos da Algebra Linear. Em
(LIMA, 2004), (SHILOV, 1977) h4 uma boa fonte de consulta e estudo sobre Algebra Linear.
Obseve também que a tnica propriedade utilizada da transformacao linear M : R" — R™

¢é o fato desta ser positiva definida. Dessa forma, pode-se, na realizacao matricial desta
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transformacao linear, utilizar uma matriz de massa nao necessariamente diagonal.

Para aplicarmos a férmula de Doolittle a matriz representada com o nimero trés
na Fig. (A.2) devemos observar que esta matriz é inicialmente nula. Dessa forma, os
elementos a,;; nas féormulas de Doolittle serao iguais a zero. Uma grande vantagem na
implementacao computacional realizada do método LDL reside no fato deste eliminar
a necessidade de zerar a matriz cada vez que formos resolver o sistema linear para as
aceleragoes, Eq. (A.1). De fato, a matriz de massa é constante. Na parte do jacobiano
nao ha preenchimentos, permitindo que os elementos novos do jacobiano sejam escritos
sobre os antigos e, conhecendo antecipadamente o padrao de preenchimento da matriz nula
(numero trés na Fig. A.2), podemos simplesmente, a semelhanga do jacobiano, escrever

os novos valores sobre os antigos.

Na implementagao computacional, a estrutura de dados utilizada para armazenar os
elementos da matriz dos coeficientes é constituida num array cujos elementos sao objetos
que possuem como um dos membros um array alocavel. Esses arrays armazenarao os
elementos tanto do jacobiano como os de preenchimento da matriz nula, respectivamente
indicados pelos nimeros dois e trés na Fig. (A.2). A Fig. (A.6) ilustra o array alocado para
os objetos, ilustrado em verde, onde cada objeto possui um array alocado armazenando

tanto os elementos do jacobiano quanto os preenchimentos da matriz inicialmente nula.

Agora, vamos introduzir o solver do ponto de vista esquemadtico. A Fig. (A.7) ilustra
o fluxograma do solver implementado. Nas figuras mostrando o funcionamento do solver,
as setas em vermelho indicam o caminho seguido caso a variavel de teste seja verdadeira.
Inicialmente o solver chama rotinas para realizar a alocacao de dados e realizar a analise do
modelo, identificando equacoes de restricao redundantes e alterando a ordem das equagoes

de restrigao visando a minimizagao de preenchimentos. Nesta parte é realizada a analise de
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FIGURA A.6 — Grafico ilustrando a estrutura de dados implementada

pré-processamento para a fatoracao da matriz dos coeficientes, anteriormente apresentada
neste anexo. Realizada esta andlise, o array de valores anteriormente calculados, utilizados
no método preditor-corretor, é formado fazendo uso da férmula de Merson. Apos esta fase,
o solver entra em sua parte principal, constituida de um loop principal, com alguns loops
aninhados. De fato, a maioria dos cédigos intensivos do ponto de vista de operagoes em
ponto flutuante possuem esta forma padrao. Neste loop principal podemos identificar trés
partes importantes, responsaveis pelo avanco do integrador, pela realizagao da projecao
e pelo armazenamento de dados. Cada uma dessas partes possui loops aninhados. No
caso do integrador, é necessério verificar se a tolerancia especificada foi cumprida. Caso
0 passo seja rejeitado, volta-se ao inicio do integrador e realiza-se o avanco deste com um
passo menor até que a integragao seja bem sucedida ou que o passo seja inferior a um
valor pré-estabelecido. A projecao, mostrada em fluxograma na Fig. (A.8), possui um
loop aninhado representando a parte iterativa, de solucao para as posicoes, do método.
A parte de alocagao de dados possui um loop visto que o integrador pode dar um passo
que ultrapasse mais de um ponto de armazenagem de dados, ja que a freqiiéncia desta

armazenagem ¢ especificada pelo usudrio.
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FIGURA A.7 — Fluxograma do solver implementado.
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FIGURA A.8 — Fluxograma indicando o método de projecao implementado.
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